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Uno de los temas basicos de la matematica, lo constituye el estudio de las
sucesiones v series, ésta fue la razon por la cual he puesto en el ciberespacio
un cursillo como un primer peldano en el aprendizaje de la matematica. Estoy
sorprendido por la gran acogida que ha tenido ¥ por esta razon he hecho una
revision, tratando de solucionar algunos errores molestos para los lectores, pero
todavia quedan otros que se solucionaran con paciencia. Recuerden que para

una buena asimilacion es conveni trabajar peridodicamente un grupo de
ejercicios que aconsejo en los talleres que se deben hacer ¥ que propongo al
final.
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§1. SUCESIONES DE NUMEROS REALES.

1.1. Introduccién.
Los numeros naturales son algo que actualmente esta en el medio
ambiente, quizas por esto llego el matematico aleman Leopoldo
Kronecker a decir: “El buen Dios di6é al hombre los nimeros naturales; el
resto ha sido obra suya " .
Se consideran los numeros naturales como la estructura basica de la
Matematica y siguiendo al matematico italiano Giuseppe Peano, los
unicos términos técnicos que intervienen son los de nimero natural,
primer natural (cero para nosotros y uno para otros, segun los gustos) y
“ el siguiente de ", o, “ el sucesor de ", con los siguientes axiomas:
N;. Cero es un namero natural
N,. El siguiente de todo nimero natural también es nimero natural
Ns. Si S es una coleccion de nimeros naturales tal que cumple:

(i)0 estaen S

(i) Cada vez que un natural esta en S, también el siguiente
de él estaen S.
Entonces S es el conjunto de todos los naturales.
N4. Si los siguientes de dos nimeros naturales son iguales, entonces los
numeros son iguales.
Ns.Cero nunca es sucesor de un natural.

Sucesor de un conjunto significa, a otro conjunto con un elemento mas;
una manera de formar, a partir de un conjunto dado A, otro con un
elemento mas, es agregar el mismo A como elemento; a esté le
llamaremos “el sucesorde A" yselenota A".

At =AU {A}.
Asi

1* =10{1} = {0} U{1} = {0,1} =2
“=20{2} ={0,1}U{2} ={0,1,2} =3
3* =3U{3} ={0,1,2} U{3} ={0,1,2,3} =4

0" =0U{0} =pU{g} =1
2

Notaremos con N al conjunto de todos los niimeros naturales.
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1.2. Definicion de sucesion.

Sea ACR un subconjunto de nimeros reales y f: N— A una funcion,
es decir,
(Vn € N)(existe f(n) A f(n) € A).
Al conjunto {f(n)} € A se le llama una sucesion en A.
De la teoria de conjuntos se sabe que cuando f(n) € Asignifica que
“eriste A € A talque f(n) = A",
en este caso se denota )\ =a,. En esta forma al conjunto {a,}* , es al
que usualmente se le llama wna sucesion y a a, se le conoce como el
n-ésimo término de la sucesion.

Ejemplo. Asi los conjuntos {1,4,27,256,---} y {Z%,%.i -} son
sucesiones en R, representados por
nyloo L n+1 A~ 3 4 5
(7, = {1,4,27,256, - v = b s

Cuando ACR y f: N — A es una sucesion entonces {a,}*, es llamada
una sucesion de numeros reales o simplemente wna sucesion real .

1.3 . Sucesiones Mondétonas.

Sea {a,}, una sucesion real, se dice que {a,}, es una sucesion

creciente cuando la siguiente proposicion es verdadera
n<m =a, <ay

Ejemplo. Los conjuntos {n*}>,, {2n}>, son sucesiones crecientes.

Analogamente sea {b,} ,una sucesion real , se dice que {b,}>, es
decreciente si
n<m=b, >by,
1

Ejemplo. Los conjuntos {;} , {ﬁfz—l*} son sucesiones decrecientes.
n=1 n=1

Se dice que una sucesion {a,}>, es wna sucesion monotona si es
creciente o decreciente.

Una sucesion {a,}, se dice acotada superiormente si existe una

constante M tal que
a, < M, para todon € N.
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Se dice que la sucesion {b,}" , es acotada inferiormente si existe una
constante K tal que
b, > K, para todo n € N.

Se dice que una sucesion {a,}, es acotada, si es acotada superior e
inferiormente, es decir que existe una constante M; >0 tal que
la,| < M,, paratodon € N.

1.4. Limite de una sucesion.

Si los términos de una sucesion {a,}*, se acercan a un numero L, se
dice que la sucesion tiende al limite L (o que convergea L) y se nota:
lim a, =L (6, a, — L cuando n — 00)

n—x

Mas precisamente la sucesion {a,}” , converge a L, si dado un numero
cualquiera ¢ > 0, es posible la determinacion de un nimero natural N tal
que si

n>N=|a,—L|<e¢

Esto es, a partir de un N-ésimo término todos los elementos de la
sucesion estan en un entorno de L con radio e.

{/1 ”6 ”N ”n”n+1“" a N+1/[n+2 (ln+3 (/2 ”3 ( N-1

L-¢ L L+e

Una sucesion que tiene un limite se le llama swcesion convergente, en

caso contrario la sucesion de dice divergente
Formalmente tenemos la siguiente definicion:

Definicion. : Una sucesion {a,}> , se dice convergente hacia L si
“dado ¢ > 0, existe N € N tal que si n > N entonces|a, — L| <¢€".

Ejemplos.
1. La sucesion {1}" naturalmente es convergente y su limite es 0.Para
mostrar esto demos ¢ >0 y tratemos de hallar N € N tal que

1 1

[ -0l <ee|;|<e
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Ahora | <e <> N > 1 Por lo tanto como los nimeros naturales no son
acotados en R podemos tomar un nimero natural N tal que N > !, asi
la proposicién

(Ve > 0)(3N >0 talque si n>N = |% -0l <e)
es verdadera, luego  lim L=o

2. Para la sucesion {1}, , dado ¢>0,existe N =1 tal que si
n>N=1=[1-1|=0 < e Esto significaque Ilim1=1.

3. Consideremos la sucesion {n}*,={0,1,2,3,---}, probemos que esta
sucesion no tiene limite. Supongamos por contradiccion que lim =Ly

que L e R,entonces para cada ¢>0 existe un N eN tal que si
n > N, entonces |n — 1| <e. En particular si e = 1, existe N € N tal que
[n—Ll<1(n>N)& —1<n—-L<1(n>N)&L-1<n<L+1(n>N)
Esta ultima afirmacion asegura que para todon > N, n < L+ 1 de donde
los numeros naturales resultarian acotados, lo cual es imposible —«,
luego ”lin'in no existe.

4. Consideremos la sucesion {(—1)"}>,={1, —1,1, —1,---} y
supongamos que lim (—1)" =L < (Ve > 0)

(3N € Ntal que si n > Nentonces |( —1)— L| <e).
En particular para ¢=}, 3N, €N talque |[(-1)"-L|<j (n>N).

1-L|<1 si nes par
{ﬂ 2 NI} = | | - 1 % .p
|[-1-L|<3 sinesimpar
pero esto es contradictorio -« pues, en ese caso se tendria
2=12=141=14+L-L+1<1+L[+[1-L|<}+3=1
asi 2 <1, locual es contradictorio -+, luego  lim ( — 1)" no existe.

. 2n
5. Hallar J"ﬂ{nﬂn”}

Por teoria de limites se considera:

. 2 R 9 . 9l . 242712
— = —_—— = = = =2
],!n,], r+4xl/? II"E 1+4%_r' 1/2 J.]"_T,],\.J" 242 _,.hlﬂ %J' /2 =
A . 2n >
Esto nos sugiere que la sucesion {_”HH. . }n R
Para esto dado ¢ >0 ,3N >0, talquesi n>N = |”+i":[1 5 - 2| <e
2n—2n—8n!/? 8n!/2
Aad n+4nl/2 <€ & n+4nl/? <€
pero
8n!/? 8nl/2 . 8nl? \ 8n!/?
ntdnZ < Y Sl n <€ (n2N) = n+dni? < €
pues
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N 1/2 1/2
n<n+4n?e —L o <l S0 <8’y n,i_.)_<e (n > N).

n+4nl/? n n+4nl/2 n
Esto nos lleva a elegir N de tal manera que
% < € ,esto es escoger N > 'f’—.j‘
en esta forma n% <€ para n>N con N > ff_j
8 8 o
(pues 75 <z sin>N)

Con esto hemos probado que dado ¢ >0 existe NN tal que N > %
asi

—8nl/?
n+4nl/?

8n'/? 8n!/? < -8 8
~ n+4nl/? n ni/2

n+4n!/2
luego

2n _2‘ —

2n
=~ =2
+4nl/? =

lim
n-—ox n

O

Teorema 1. S/ {s,}>,es una sucesion de ndmeros no negativos y si
lim s, = L, entonces L > 0.
n—o0

DemostraciOn : Supongamos que por contradiccion L < 0.

Entonces para ¢= — L_existe N €N tal que

2
|8, — L| < —%{nzN) =|sy - L| < —%
& %{L—s,\-é —% =sy—-L< —%

osea que sy < L-— 1, = % luego sy < 0 asi los términos de la sucesion
son negativos lo cual es contradictorio =«. Luego L >0,

O
1.5. Sucesiones convergentes.

Definicidn. S/ una sucesion de nimeros reales {s,}> , tiene por limite

a L, decimos que {s,}, es convergente a L. 5/ {s,}, no tiene limite,
decimos que {s,} , es divergente.

En los ejemplos anteriores tenemos que {ﬁ}:l y {1,1,1,---} son
convergentes, mientras que {(—1)"}*, es una sucesion divergente.
Teorema 2. S/ una sucesion de ndmeros reales {a,}* , converge a L
entonces {a,}> , no puede converger a otro limite M distinto de L. Esto
essi lima,=L y lima, =M entonces L =M.

=+ =00

Demostracion : Dado ¢ > 0 existen N, y N, € N tales que
n>N =|a,— L < %
n2N3:>|a,,—M|<é
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Tomando entonces N = maxz{N,, N,} se tiene que

|[L-M|=|L—-a,+a,— M|<|L—a,|+|a,— M| <e
Como ¢ es arbitrario, entonces se tiene lo deseado.
]
Sea {a,} ;, una sucesiony n: N — N definida por &+~ 5(k) una funcién
estrictamente creciente, entonces  {a,;}°, es llamada  wna
subsucesion de {a,} .

Ejemplo: {2n}> , ={2,4,6,---} es una subsucesion de
{n}ro=1{0,1,2,3,---}
{1}, ={1,1,1,---} es una subsucesion de

(-1, = {- 11, - 1,1,-).

Teorema 3. S/ /a sucesion de numeros reales {a,}* , es convergente
a L, entonces cualquier subsucesion de {a.}2 ¢ es también
convergente a L.
Demostracion : Si

nﬁ[.Tla" =L+ (Ye>0)(3INeN/n>N=|a, —L| <e¢).

Sea {a,.};,una subsucesion de {e,}>, y sea icN tal que

n(i) > N. Ahora  si k >1i entonces n(k) > n(i) > N, luego
@iy —L| <e (paratodo k >i) estoes klima,,-k =1L.
O

1.6. Sucesiones divergentes

Ya hemos visto que las sucesiones {n}>,, {(—1)"}*, son ambas
divergentes. Sin embargo estas dos sucesiones tienen un
comportamiento diferente. Para la sucesion {n}*, se tiene |la
divergencia por no ser acotada, mientras que la sucesion {(—1)"}*, es
divergente por ser una sucesion oscilante.

Definicidn. Sea {a,}> ,una sucesion de numeros reales. Decimos que
a, tiende a infinito cuando n tiende a infinito si para cualquier numero
real M > 0 existe un numero natural N tal que a, > M (Yn > N).

En este caso escribimos @, — oo cuando n — co. En lugar de “a,se
aprozima ainfinito” algunas veces decimos {a,}* , diverge hacia infinito.
Es obvio que {n}>, es divergente a infinito, pues para M >0 dado,
justamente existe N € N tal que N > M, entonces ciertamente n > M
(Vn > N).

En forma analoga se tiene :

Notas sin archivar pagina 8
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Definicién. Sea {a,}> , una sucesion de nimeros reales. Decimos que
a, se aproxima a menos infinito cuando n tiende a infinito si para cada
numero real M > 0existe un numero entero N tal que si n>N
entonces a, < — M.

En este caso escribimos a, — — oo cuando n — oo y decimos que {a,},
diverge a menos infinito.

Ejemplo. La sucesion {log(!)}, diverge a menos infinito, pues dado
M > 0debemos hallar N € N tal que log(!)< — M (Vn > N). Pero esto
es equivalente a

logn>M (¥n>M) &n>eM (vn> N)
Asi, si escogemos N > e entonces se tendra n > eV (vn > N) y por lo
tanto logn > M (VYn > M).

La sucesion {1, —2,3, —4,---} no se aproxima ni a +oco ni a — oo. Sin
embargo, esta sucesion tiene una subsucesion {1,3,5,---} la cual se
aproxima a +oco y también una subsucesién {2, —4, —6,---}la cual se
aproximaa - co.

Es facil demostrar que si la sucesiéon {a,} , diverge a infinito, entonces
cualquier subsucesion de {a,} , también converge a infinito.

Algunas sucesiones divergentes que no divergen a +oco ni a — oo,
entonces ellas dan la idea de "oscilacion ™.

Definicidn. Si una sucesion {a,}> , de ndmeros reales es divergente
pero no diverge a +oconi a — oo, entonces decimos que {a,}* , es
oscilante.

Un ejemplo de una sucesion la cual es oscilante se presenta en
{(=1)"}x,. Otro ejemplo es la sucesion {1,2,1,3,1,4,1,5,1,---} la cual
tiene a {n}, como subsucesion, luego es divergente, sin embargo, la
sucesion no diverge a infinito; puesto que no existe N € N para el cual
la afirmacion a,>2(Vn>N) sea verdadera. Esta sucesion
obviamente no diverge a — co. Por lo tanto la sucesion es oscilante.

La sucesion {1, — %, % - i.--v} converge a cero. Por lo tanto no es

oscilante.

1.7. Sucesiones acotadas.

Recordemos que una sucesion de nimeros reales {a,}> , es una funcion
de N en R, vemos que el recorrido de {a,}* , es un subconjunto de R.

Notas sin archivar pagina 9
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Definicion. Decimos que una sucesion {a,}* , es acotada por encima
(6 superiormente ) si el recorrido de {a,} , es acotado superiormente.
Anadlogamente decimos que la sucesion {a,}" , es acotada por debajo (o
inferiormente) si el recorrido de la sucesion {a,}* , es acotado
inferiormente. Serd acotada si el recorrido de la sucesion {a,}> , es
respectivamente acotado superior e inferiormente. Asi la sucesion
{a,}* , es acotada si y solamente si existe M € Rtal que |a,|<M
(Vn € N).

Si una sucesion diverge a infinito entonces la sucesién no es acotada. Una
sucesion que converge a infinito puede sin embargo, ser acotada
inferiormente. Una sucesion que es oscilante, puede o no, ser acotada.
La sucesion {1, —2,3, —4,5.--}es oscilante y no es acotada, ni
superiormente, ni inferiormente. La sucesion {—-1,1, —1,1, —1,---}es
oscilante y es acotada. La sucesion {1,2,1,3,1,4,1,5,---} es oscilante, es
acotada inferiormente, pero no es acotada superiormente.

Teorema 4. S/ /a sucesion {a,}> , de nimeros reales es convergente,
entonces la sucesion {a,} , es acotada.
Demostracion : Supongase que L= lima,. Entonces dado ¢=1,

existe N € Ntal que |a,—L| <1 (Yn>N). Esto implica |a,| <|L|+1
(Vn > N) [pues,
la,| =|L+ (a, — L)| <|L|+la,—L|].
Si tomamos M = max{|a;|,|as|, -+, |ax_ 1|} entonces tenemos
la,| < M +|L|+1 ((Vn €N)
lo cual demuestra que la sucesion {a,}, es acotada.
a

1.8. Operaciones en sucesiones mondtonas.

Teorema 5. Una sucesion creciente que esta acotada superiormente,
es convergente

DemostraciOn : Supongamos que la sucesion {a,}> , es creciente y
acotada. Entonces el conjunto A = {a;,a.,---} es un subconjunto no vacio
y acotado de R, luego existe el extremo superior de A (6 el supremo) o
sea

M = sup {ay,as,---} = sup A.

Probemos que a, — M cuando n — co.En efecto dado ¢ > 0, entonces
M —¢ no es cota superior de A. Por lo tanto para algin NeN |
ay > M — €. Pero, puesto que la sucesion {a,}, es creciente, esto
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implica que a, > M —¢ (¥Yn > N). Por lo tanto como M = sup A entonces
M > a, (¥n > N). De aqui concluimos que |a, — M| < ¢(Vn > N).

Corolario: La sucesion {(1+ )"}, es convergente.

Demostracion : Sea

Para k =1,2,3,---,n, el (k+ 1)-ésimo término es de la forma
n(n=1)---(n—k+1) 1 1 1- '1_])[1_%)_'_(1 _ k;l) (1)

Si expand:rigs ;chz,:___lc:btenél?nog n+2 términos (um; mas que a,) Yy para
k=12 ---, n, el término (k + 1) — ésimo es

- Apa-Z)-0-5h )
el cual es mas grande que las cantidades en (1). Esto prueba que
a, < a,.q,asi {(1+ };)"};;“ o €S creciente,
Pero también

4, <l+l+35+ 033+ + 20

L1 4y 1 1=/27 _
<l4+1+5+ 5+ + =1+ =12 =3

Luego {(1+ £)"},.n es acotada, de donde lim (1+ 1)" existe.

a

Teorema 6: Una sucesion creciente de numeros reales, la cual no es
acotada superiormente, es divergente a infinito.

Demostracion : Supuesto que {a,}* , es creciente pero no acotada
por encima, dado M > 0 debemos hallar ¥ € N tal que a, > M (vn > N).
Ahora puesto que M no es cota superior para {a;,a,---} debe existir
N €N tal que ay > M. Entonces para este N y como por hipodtesis la
sucesion {a,}~, es creciente se tiene a, > M (¥n > N) . Esto prueba el
teorema.

O

Teorema 7. Una sucesion decreciente que es acotada por debajo es
convergente. Una sucesion decreciente que no es acotado por debajo
diverge a menos infinito.

La demostracion se deja como ejercicio.

1.9. Operaciones en sucesiones convergentes.

Puesto que las sucesiones de nimeros reales son funciones a valor real
la suma, multiplicacion y division entre sucesiones se pueden definir asi,
si {a.,} o ¥ {b.}) o son sucesiones de nimeros reales, entonces

n

{ar:}}?' 0 + {bn}:?.' 0 es la SuceSién {an + bn}: 0 Y {aﬂ}}? o’ {bﬂ}:?'.(} es la
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sucesion {a,-b,}*, y asi sucesivamente. También, si A € R entonces
Ma,}> o eslasucesion {Aa,}>,.

Teorema 8. S/ {a,}> , ¥ {b.}> , son sucesiones de numeros reales, si
lima, =L y limb, =M, entonces lim(a,+b,) =L+ M. En otras

palabras el limite de la suma es la suma de los limites.
Demostracion : Dado ¢ > 0, debemos hallar ¥ € N tal que

[(an +b,) — (L+M)| <€ (Vn=N) (1)
Ahora

(@n +b,) = (L+ M)| = |(a, — L) + (b, = M)| < |a, — L| + |b, — M|

Por lo tanto (1) se tendra solamente si

la, — L| + |b, — M| <e (¥n>N) (2)
Asi debemos tener que tanto |a, — L| como |b, — M|deben ser menores
que § tomando n suficientemente grande.
Puesto que lim a, = L, existe N; € N talque la, —L| <5 (Vn> Ny).
También como "Iinlbn = M, existe N, € N tal que |b, — M| < % (Vn > No).
Por lo tanto si seleccionamos N = maz{N;, N>}, entonces los términos
del primer miembro de (2) son cada uno menor que % cuandon > N.
O

Teorema 9. S/ {a,} , es una sucesion de numeros reales, \ € R y
lim a, = L, entonces lim Aa,, = AL .

Demostracion: Si A =0, el teorema es obvio. Por lo tanto suponemos
que X # 0. Asi dado ¢ > 0debemos hallar N € N tal que |\a, — AL| < e.
Ahora puesto que lima, = L, existe N e N tal que

ls, — L| < m (Vn > N).
Pero entonces

[Alla, = L| <€ (Yn> N)
Lo cual es equivalente a lo que queremos demostrar.
m|

Teorema 10 :(a) S/ 0 <z < 1, entonces {z"}>, converge a 0.

(b) Si 1 <z < oo, entonces {z"}>, diverge a infinito.

Demostraciéon: (a) Si 0<z <1 entonces z" !'=z"-z <z2".Por lo
tanto {z"}* , es decreciente. Puesto que z" >0 parancN, {z"}*, es
acotada por debajo, por lo tanto es convergente. Sea L= Ilimaza".

n X
Tomando )\ = = tenemos por el resultado anterior
limz- 2" =z-limz" =zL.
=+ =00
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Esto es la sucesion {z"} , converge a zL, esto por que {z"''}* , es una
subsucesion de {z"}*,, por lo tanto zL =1L asi L(zx—1)=0 puesto
que z#1=L=0.

() Si z>1 entonces z"''=z-2">2" asique {z"}), es creciente.
Mostremos que {z"}X, no es acotada superiormente. Pues si {z"}*,
fuera acotada por arriba entonces {z"}* , convergeria, digamos a L, asi
por un razonamiento analogo al de (a) se sigue que z[ =L < n]h.‘l " =0.

Pero como « > 1 entonces obviamente {z"}* ; no converge a 0 lo cual es
contradictorio. Luego {z"}* , no es acotada superiormente y de hecho es
divergente a infinito.

Teorema 11. Si{a,}> , ¥ {b.}, son sucesiones de numeros reales,
lima, =Ly limb, =M entonces lim (a, —b,) = L— M.

00

Demostracion: (1) lim(—b,) =lm(—1)b,=(—1):limb, = — M

(2) lim (a, — b,) = lim (a, + ( — 1)b,) = lim a, +lim (— 1)b, = L — M.

Corolario: S/ {a,}>, y {b.}>, son sucesiones de numeros reales,
a, <b,(VvneN) y lima,=1L, Iim_bn = M entonces L < M.

Demostracion: M —L= lim (b, —a,). Pero b, —a, >0 (Yn e N) por

lo tanto por un resultado anterior M — L >0 (ver ejercicio 1 de esta
seccion.).

Con el fin de mostrar que el producto de limites, es el limite del
producto, consideremos:

Lema : S/ {a,}> , es una sucesion de numeros reales la cual es
convergente a L, entonces {a;} , converge a L*.

Demostracion : Debemos probar que lim a’ = L?.Esto es, dado ¢ > 0
debemos hallar N € N tal que
la2 — L*| < € (Yn > N) © |a, — L||ja, + L| < € (¥n > N) (1)

Ahora por ser {a, };°, una sucesion convergente entonces es acotada, asi
para algin M >0, |a,| < M (Vn € N) asique

la, + L] < la,| +|L| <M+ L (¥Yn €N) (2)
Puesto que nli[,‘l-a" = L, existe N €N tal que

la, — Ll = 15 (n2>N) (3)
Pero usando (2)y (3), tenemos

la, — Llla, +L| < 757 - (M+L)=¢€¢ (Vn2>N)

Asi, para este N, (1) es verdad y tenemos el resultado deseado. O
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Teorema 12. S/ {a,}> , ¥y {b.}, son sucesiones de nimeros reales,
lima, =L y limb, =M, entonces Ilima,b, =LM.

Primera demostraciéon. Usamos la siguiente identidad:
ab = %[(a+b)3— (a—b)? (a,beR) (1)
Ahora, cuando n — co
a,+b, —-L+M y (a,+b,)? — (L+M)?
también
an—by—=L-M Yy (a,—b,)?— (L— M)
Asi tenemos
(@, +b,)* —(a, —b,)* = (L+M)* - (L—M)* =4LM
finalmente por la identidad (1) tenemos
anba = Y[ (a, +b,)? = (a, — b,)*) = $(4LM) = LM
Segunda demostraciéon : Dado ¢ >0, debemos hallar N € N tal que
la,b, —LM| <€ (Vn>N)
El problema aqui es puramente algebraico. Usando la hipotesis de que
nlil:]l'-a" =L y,,li"‘l.b" = M, tenemos

anb, — LM = a,b, — Lb, + Lb, — LM = b,(a, — L) + L(b, — M)
|anb, — LM| < |b,| - |a, — L| + |L| - |b, — M].

Por lo tanto nos basta mostrar que

|b,,||ﬁ,,—L|+|L||b”—M|Cf (VHZN‘J (2‘1
Pero {b,}>°, es convergente luego es acotada asi existe Q@ > 0 tal que
b, <@Q(vn > N), asi (2) se reduce a

Q'|ﬂ,,—L|+|LI'Ib"—M|{E (VHZN)
Ahora como {a,}°o — L para;; >0 existe N, eN talque

|aa7_L|<$ (VRZN[)
en forma analoga como {b,} | —»M para ;5 > 0, existe N, € Ntal que
[b, — M| < 5 (Vn > Ny)

luego tomando N = maz{N;, N,} tenemos si n > N, entonces
Q|air - LI+|LI‘ |bn - MI < Q#? +IL|I£‘? = €.
O

Lema : S/ {b,} , es una sucesion de numeros reales y si limb, = M
donde M # 0 entonces lim {;'} = ;.

Demostracion : Se tienen dos casos M >0, 0, M < 0. Probaremos el
caso M >0 (El caso M <0 sepuede probar aplicando el mismo
razonamiento a la sucesion { — b,}> ).

Asi usamos M >0 dado >0, debemos hallar NN tal que

PR
- Hl<en>n), 6 bl <e (vn> )
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Como {b,} >M, para % > 0, existe N, € N tal que
n>N = b,-M <4,
o, también
M cp, M <L >N e Y <, < 3B (vn> N

2
asi
lba] > b, > &5 (¥n > Ny) (3)
2
También para % existe N, € N tal que
b,—M| < M€ (vn > Ny) 1)
2

Asi, si N =maz{N;, N>} tenemos, para n> N
b, — M| 1 M2 2 M2 _

oM <Pdf" 2 <MM 2 =€

O

Teorema 13. S5/ {a,} , ¥ {b.}* , son sucesiones de nimeros reales,
lima, =L y limb, =M donde M # 0, entonces lim ({*) = L.
n—oo n—o0 n—o0 n N

Demostracion : Se tiene

foe Qn R ST i L — 7. L L
"hr_tl_ ™ _nh[.t.l-a" b —nlu:rl__a" n]l["[L B = L M=
m}
Ejemplos:
v 2n g 2 _ 2 —
1) fim 4w = lim 45 1+dlim 45 2
n'/= n—ooR =
. 3n’—6n
(2) Hallar el valor de nth_ vy
p 2 1 1
2.1 3”_‘2—5?: — ”2[.3_6;) — 3_6F
o bn?+4 n2(5+4-3)  S+d-y
2.2 Ya hemos mostrado que lim ,1—! =0 vy lim ”% =0, ademas
=00 n—+00
lime=c¢
n—
2.3. De todo lo anterior se tiene
; 1 i -6 im 3— 6 lim
fim 32— 6n — Em 3-61 _ '_11{11(3 6:-) _ _.|I|_Ti3 ﬁlml "3
novoo S TS 544y lim (5+4~y)  lim 54 4lim & 5

Resutado: Sean {a,},.~,{b.}ner, ¥, {€.}oon tres sucesiones de numeros
reales tales que a,<c,<b, para todo neN, si lima,=Ilimb, =1L,

o0

entonces lime¢, = L.
T =+00

L
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1.10. Operaciones con sucesiones divergentes.

Hemos visto que para sucesiones convergentes la suma, la diferencia, el
producto y el cociente aln siguen siendo convergente. En sucesiones
divergentes esto no sucede en general. Por ejemplo si las sucesiones
{a,}*y v {—a,}*, son ambas divergentes entonces la suma
claramente no es divergente. Mas aun el producto de la sucesion
divergente {( —1)"}°, con si misma no es divergente. Sin embargo
veamos el siguiente resultado.

Teorema 14. S/ {a,}> , y {b.}>, son sucesiones de nimeros reales
las cuales divergen a infinito, entonces su suma y su producto divergen a
infinito. Estoes{a,+b,}* , y {a,-b,}> , divergen a infinito.
Demostracion: Dado M >0 se puede escoger N, N tal que
a, > M (Vn > N;) y escojamos N, € N tal que b, > 1 (¥n > N,) (Lo
anterior es posible puesto que ambos limites a, — o0 y b, — co cuando
n — oo ). Entonces, para N = maz{N;,N,} tenemos

a, +b, >M+1>M (¥VN\n>N)y a,-b,>M-1=M (¥Yn> N)
Puesto que M era un numero positivo arbitrario, esto prueba el teorema.
a

Teorema 15. S/ {a.}>, vy {b.}, son sucesiones de numeros
reales, {a,}r , diverge a infinito y {b,}r , es acotada entonces
{a, +b,}> , diverge a infinito.
Demostracion : Por hipétesis existe @ > 0 tal que [b,| < Q (Vn € N).
Podemos considerar, sin perder generalidad, que {a,}* ,es una sucesion
con términos positivos (por ser divergente a infinito), asi dado M >0
escojamos N €N tal que a,>M+Q (vn> N). Entonces para n > N
se tiene

a, +b,>a,—|b,|>M+Q)-Q=M
Esto es

a,+b,>M (Yn>N)

lo cual demuestra que a, +b, — co cuando n — oo.
a

Corolario: S/ {a,}* , diverge a infinito y si {b,}>, converge,
entonces {a, +b,}> , diverge a infinito.

Demostracion : (1) {a,}°, diverge a infinito y {b,}>°,es acotado
por ser convergente.

(2) Se sigue del teorema 15 que {a, +b,} — oo.

O
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1.11. Limite superior e inferior

Si  {a,}*, es una sucesidon convergente entonces lim a, mide
rapidamente “el tamafo de a, cuando n es grande”. Se sigue que lima,

es un concepto usado solamente en coneccion con sucesiones
convergentes. En esta seccion introducimos un concepto relacionado con
la acotacion superior e inferior el cual puede aplicarse a cualquier
sucesion. A grosso modo el limite superior de una sucesion {a,}:°, es la

medida de “que tan grande a, puede ser cuando n crece” y el limite
inferior “que tan pequefio es a, cuando n es grande”. Si lim a, existe, es

plausible que el limite superior y el limite inferior sean iguales.

Primero consideremos una sucesion {a,}”, la cual es acotada por
encima, digamos que existe M >0 tal que a,< M (Vn e N).Entonces
para cada n € N, el conjunto {a,,a,.,a,.2, -} es claramente acotado por
arriba y por lo tanto tiene una minima cota superior o supremo

M, = SUP.{CI”,{I” ; 1,1‘.'{,,.3,“-}

Mas aun, es facil ver que M, > M, puesto que
M, | =sup.{a,1,a,.2,---} s el supremo de un subconjunto de
{a,,a,.1,a,.2,--}. Asi la sucesion {M,}> , es decreciente y por lo tanto se
tendra una de dos cosas, es convergente o es decreciente a menos
infinito.

Definicidn : Sea {a,}* , una sucesion de nimeros reales acotada por

arriba y sea M,, = sup.{a,,a,.,0,.5, -}
(a) Si{M,}> , converge, definimos limsup.a, = lim M,
n—+ -+
(b) S/ {M,}> , diverge a menos infinito escribimos lim sup.a, = — oo.
Por ejemplo, sea a,=(—1)"(n € N). Entonces {a“};';“’o es acotada por

arriba. En este caso M, = 1para cadan € Ny por lo tanto lim M, = 1.

Asi
limsup. (— 1)" = 1.

Consideremos enseguida la sucesion {1, — 1,1, —2,1, — 3,1, —4,1,---}, de
nuevo M, =1 para cada ny asi el limite superior de esta sucesion es 1. Si
a, = —n entonces M, =sup.{—n, —n—1, —n—-2,.-.} = —n, por lo tanto
M, — —oo cuando n — oo, asi  limsup.a, = — oco.

n—o

Definicidn : 5/ {a,}* , es una sucesion de nimeros reales la cual no

n

estd acotada superiormente, entonces lim sup.a, = oo.

n—oc

En este punto el lector podra verificar las siguientes afirmaciones:
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(1) Si {a,}>, es acotada por arriba y tiene una subsucesion la cual es

n

acotada por debajo por A, entonces lim sup.a, > A
(2) Si {a, }°, no tiene subsucesiones las cuales son acotadas por debajo

n

entonces lim supa, = — 00.
n—*x

Notemos que cambiando un ndmero finito de términos de la sucesion
{a, }>°, no cambia el lim sup.a,.Asi, el limite superior de la sucesion
n-—oo

{101, — 1,1, —1,1,---} es L.

Teorema 16. S/ {a,}* , es una sucesion convergente de numeros
reales, entonces lim sup.a, = lim a,,

n—+0C n=+00
Demostracion : Sea L = lima,. Entonces dado ¢ > 0, existe N e N

tal que |a,—L|<e (Yn>N),0,L—€e<a,<L+e(¥n>N). Asi, n> N,
entonces L + ¢ = cotasuperior{a,,a, 1,a,.2,--} Y L—eno es cota
superior. Por lo tanto

L—-e<M,=sup{am, a,.1, -} <L+e
se sigue de la monotonia del limite que

L—e< ImM, <L+e¢

o

Pero lim M, = lim sup.a,. Asi
0

n—o0

L—e< limsup.a, < L+e | limsup.a, —L|<e

Puesto que ¢ es arbitrario, esto implica lim sup.a, = L, lo cual muestra la
T+

afirmacion.

O

Definamos ahora el limite inferior. Si la sucesion de numeros reales
{a,}, es acotada por debajo entonces el conjunto {a,,a,.|,a,.2,"+}
tiene un infimo, o6, wuna maxima cota inferior. Si tomamos
m, =inf{a,,a, 1,a,.2,---} entonces {m,}>,es una sucesion creciente

(verifiquelo) y por lo tanto sucedera que la sucesion converge, 0, diverge
a infinito.

Definicion: Sea {a,}>, wna sucesion de ndmeros reales la cual es
acotada por debajo y sea m,=inf{a,,a,.1,a,.2,--} (a) Si {m.}>,
converge, entonces definimos liminf.a, = limm, (b) 5/ {m,}> , diverge a

infinito, entonces lim inf.a, = co.
Asi liminf(-1)"= —1, liminfn =oo, liminf(—n)= —oo. La sucesion
{1, -1,1-2,1-3,1, —4,---} tiene Iliminf{l, -1, —2,1,---} = — co.

Teorema 17. S/ {a.} , es una sucesion de numeros reales, entonces
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lim inf.a,, < lim sup.a,,
n—o0

n-—oo
Demostracion : Si {a,}°, es una sucesion acotada, entonces
my, = i“f'{a-rn QpilyQpi2,y e '} E Sup-{ﬂ'mﬂru 1y Qpi2,t } = Mn-
Asi m, <M,y lmm,< limM, & liminfa, < limsup.a,.
n—o O n—o

o

Si {a,}*, no es acotada, entonces se tiene una de las siguientes
afirmaciones  liminfa, = — 00,0, limsup.a, =00 Yy en ese caso se sigue
n-—+00 o0

la desigualdad deseada.
O

Teorema 18. Si{a,}* , es una sucesion de numeros reales y
lim sup.a, = liminf.a, =L

n—oc

donde L € R, entonces {a,} , es convergente y lima, = L.

Demostracion : Por hipotesis tenemos

L= lim sup.a, = limsup.{a,, a,,, -}
Asidado ¢ >0 existe N, €N tal que
|sup.{a,, a, 1, } —L| <€ (Vn>N) < a,— L <sup.{a,, a,.1,}—L <e¢
esto implica

a, < L+e¢ (Yn>Np)
Andlogamente, puesto que liminfa, = L, existe N, € N tal que

[inf.{a,,a,.1,--} —L| <€ (¥Yn=Ny)
pero esto es equivalente a
—e < inf{a,,a,;1,---} —L<a,—L (Vn=Ny)

Si se toma N = max.{N;, N»}, entonces tenemos
L—-—e<a,<L+e (Vn > N)
lo cual es equivalente a
—€e<a,-L<e (\n>N) & |a,—L|<e (Vn>N)
esto prueba que lim a,, = L.

O

Hay un resultado analogo en sucesiones divergentes a infinito.

Teorema 19. S/ {a,}* , es una sucesion de nimeros reales y si
lim sup. a, = co = lim inf. a,
entonces {a,} , diverge hacia infinito.
Demostracién : Puesto que limsup.a, = co, entonces dado M >0
existe un niumero N < N tal que
sup. {aﬂ‘aﬂ‘ |san-2?'”} >M
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Esto implica que Mes una cota inferior (pero no el supremo ) para
{a,,a,.1,---}, asi que a, > M (VYn > N) lo cual establece la conclusién
requerida.

O

Hay un analogo obvio del resultado anterior para sucesiones divergentes
a menos infinito, que el lector podra formular y probar.

Teorema 20. S/ {a,}>, vy {b.}), son sucesiones acotadas de
numeros reales y si a, < b, (¥n € N) entonces

lim sup.a, < limsup.b, y liminf.a, < liminfb,.
n—o0 n—oo n—o0 n—

Demostracion : Por hipétesis a, < b, es claro que
minima cota superior{a,,a, ,---} < minima cota superior{b,,b, 1, -}
mazima cotain ferior{a,,a, 1, --} < mazrimacotain ferior{b,,b, 1, --}
(;como puede Ud. probar esto?). Tomando el limite cuando n — co en
ambos lados de estas desigualdades, tenemos probado el resultado.

O

No es siempre verdad que

lim_sup.(a,, +b,) = lim sup.a, + lim sup. b,
aun para sucesiones acotadas {a,}°, y {b,}°, Por ejemplo, si
a,=(—-1)"(VneN)y b,=(-1"""(YvneN) , entonces b,+a,=0

(Vn € N).
De aqui lim sup. a, = 1 = lim sup. b,, pero lim sup.(a, +b,) = 0.
Hay sin embargo una importante desigualdad que puede ser probada.

Teorema 21. S/ {a.}>, y {b.}>, son sucesiones acotadas de
numeros reales entonces

lim sup.(a, +b,) < limsup.a, + limsup.b, ,

n—+00 n—+ n—0o0

liminf.(a, +b,) > lim_inf. a, + liminf. b,.

n—oc T

Demostracion : (a) Sean M, =sup.{a,,a,.1, -}, P, =sup.{b,,b, 1,--}.
Entonces
ap £ M, (Vk >n), by <P, (Vk >2n)
y asi
ap. +b. <M, + P, (Yk >n)
De aqui M, + P, es una cota superior para {a, +b,,a, | +b, ,---}, asi
que
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sup.{a, +b,,a, 1 +byi1,--} <M, + P,
Por lo tanto
lim sup.{a, +b,,a,:1 +byi1, -} < lim (M, + P,) = lim M, + lim_Pn

0 sea
lim sup.{a, +b, } < limsup.a, + lim sup.b,
n—oo n— n—+o0

lo cual es precisamente la afirmacion (a).

(b) Se deja como un ejercicio al lector.

O

Hay otra forma de definir limite superior y limite inferior. El siguiente
teorema nos muestra una de tales aproximaciones.

Teorema 22. Sea {a,}> , una sucesion acotada de ndmeros reales
1. 5/ limsup.a, = M, entonces para cadae > 0

(a)a, < M + € para todo valor numeérico finito de n
(b) a, > M — ¢ para infinidad de valores de n.
2.5/ liminf.a, =m, entonces para cadae > 0,

(¢) a, >m — € para todo numero finito de valores de n

(d) a, < m+e€ para una infinidad de valores de n.
Demostracion : Mostremos solamente la parte 2. Si (¢) fuese falsa,
entonces, para algun € > 0, podriamos tener a, < m — ¢ para infinidad de
valores de n.Pero entonces para algun n € Nel conjunto {a,,a,.,, -}
podria contener un nimero de términos < m —e¢ para una infinidad de
valores de n. Esto implica que

maxima cotainferior {a,,a,.1,---} <m—¢ (VneN)
y pasando al limite obtendriamos, por la monotonia del limite, que
liminf.a, <m —¢

n—oo
lo cual es contradictorio—+, con la hipotesis. Asi (¢) es verdadero.
Ahora supongase (d) falso. Entonces para algin € >0, a, < m+e¢ pero
solamente para un nimero finito de valores de n.Pero entonces existe
N eNtal que a, >m+¢ (¥Yn > N). Por la monotonia del limite inferior,
obtenemos
liminf.a, > m +€

i
lo cual de nuevo va contra—+« la hipotesis. Asi (d) es verdadera .
m|

Se sigue del resultado anterior que si {a, }>°, es una sucesion acotada de
nameros reales y si M € R es tal que (a) y (b) se tienen para cada ¢ > 0,
entonces

nlipl_sup. a, =M
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Andlogamente, sim € R es tal que (c) y (d) se tienen para cada ¢ >0,
entonces
lim inf. a,, = m.

Usando el teorema 22 podemos probar el siguiente resultado util.

Teorema 23. Cualquier sucesion acotada de numeros reales tiene una
subsucesion convergente.
Demostracion : Supongase que {a,}>°, es una sucesion acotada de

nameros reales y sea M = lim sup.a,. Construyamos una subsucesion

{a,.};°, la cual converge a M. De la parte (a) del teorema 22 hay una
infinidad de valores de ntales que a, > M — 1. Sea n; uno cualquiera de
tales valores de nasi a, > M—1. Analogamente como hay infinidad de
tales valores de n tales que a, > M — ], podemos hallar n, € Npara el
cual no >ny y a,, > M — l Continuamos en esta forma, para cada entero
k > 1podemos hallar n, e N tal que ny >n;, | ¥y

a, >M— 1 (1)
Dado ¢ > 0 por (a) del teorema 22 podemos hallar N € N tal que

a, <M+¢ (Yn>N) (2)
Ahora se escoge K €N tal que L <e¢ y ng > N.Entonces,si k> K
por (1) y (2) se tendra

M—f(M—%-(G,,,_(M-FE (Vk > K)
lo cual implica que

la,, — M| <e (Vk=>K)
Esto prueba que glim a, = M, lo cual demuestra nuestra afirmacion.

]

1.12. Sucesiones de Cauchy

El mas importante criterio para probar que una sucesion converge, sin
conocer su limite es llamado “ criterio de Cauchy ”

Definicion: Sea {a,}* , una sucesion de nimeros reales. Entonces
{a,}>, es llamada una sucesion de Cauchy si para cada e >0, existe
N €N tal que

sim,n > N entonces |a,, —a,| <€ 4 |a,—a,| <€ (mn>N).
Agrosso modo una sucesion {a,,}i"u es de Cauchy si a,,y a, estan muy
proximos cuando nes muy grande.

Teorema 24. Si la sucesion de numeros reales {a,}> , converge
entonces {a,}* , es una sucesion de Cauchy.
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Demostraciéon : Sea L= lima,.Entonces dado ¢ > 0, existe un N € N

tal que
lax — Ll < § (VE=N)
Asisi m,n > N tenemos
lam —a,| =|(ay, = L)+ (L—a,)|<|a,, —L|+|L—a,| < §5+5=¢€
asi que |a, —a,| <€ (mn>N) lo cual prueba de {a,}>, es una
sucesion de Cauchy.

Lema : S/ {a,}> , es una sucesion de Cauchy de ndmeros reales
entonces {a,} , €s acotada.

Demostracion : Dado € =1, escogemos N € N tal que |a,, —a,| <1
(m,n > N).Entonces

|am_a‘\'|{] &mZN) (1)
Por lo tanto, si m > N, tenemos
|a:u| = |{ar:a - a,\'} + aa\" 'S |am - a,\" + IG‘._\'|

y asi usando (1) tenemos
lan| <1+ ax| (Vn > N)
Si tomamos M = max.{|a,|, |az|, |as|,---, |ay.1|}, entonces
lam| < M+ 14 |ay| (VYm € N)
de aqui se sigue que la sucesion {a,}>°, es acotada.
O

Teorema 25. S/ {a,} , es una sucesion de Cauchy de nimeros reales
entonces {a,}> , es convergente.

n

Demostracion : Por el lema conocemos que limsup.a, y liminf a,son
0 n—+00

numeros reales finitos. Para la existencia del limite basta con mostrar
que
lim sup.a, = liminf a,

T

Por el teorema de la convergencia mondtona conocemos que
lim sup.a, > liminf a,
n—x

n—0x

Asi solamente necesitamos probar que lim sup.a, < liminf a,
n—o n

s

Puesto que {a,}>°, es una sucesion de Cauchy, dado ¢ > Oexiste N € N
tal que
@ —a,| < § (m,n>N)
y asi
lay —a,[ < 5 (vn>N)
Se sigue que ay + 5 y ay — ;5 son respectivamente las cotas superior e

inferior del conjunto {ay,ay.i,ay.2,---}. Por lo tanto sin > N, ay + 5y
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ay — 5 son cotas superior e inferior par {an,an.1,an.2,---}. Esto implica
que paran > N

ay -5 < magzima cotainferior {a,,a, 1,02, -}

< minima cota superior{a,,a,.1,a,.2, -} < ay + §

Por lo tanto los extremos izquierdo y derecho de esta desigualdad
difieren en ¢, tenemos asi
min. cota superior{a,,a, .1, a,.2, -} — max. cotainferior{a,,a, 1,a,.2, '} <€
Tomando el limite en ambos lados y por la monotonia del limite
obtenemos

lim sup.a, < liminf.a, + €

n—+00 n-—o0
Puesto que ¢ era arbitrario, esto establece quenlinl sup. a, < n]i“l\i"f' a, lo

cual era lo queriamos mostrar

1.13. Ejercicios resueltos.

1. Demostrar que ]im_\"/a =1 (a>0)

Solucién : Si a > 1tomese z, = {/a — 1entonces z, > 0, tenemos
1+nz, < {1+rn)“ =a

luego
O<z, <ot
- n
Por lo tanto limz, =0 osea lim/a=1.
n—oo N+
Sia<1,sea a; = - > lentonces

1
9 1

im /a; = lim - =1
nhrrl e n 1-T ; a

Si a=1entonces Ilimy/a= liml=1.

n—o n—x

k
2. Demostrar que lilp\_:—,\ =0 (a>1,k>0

Solucién: (@)Sik=1, sea a=1+h (Vh >0),tenemos
n__n_ . n
a™ (1+h]n ].+nh+"”§_, 1 hg

n _ 2 e
< “",, 1 h-‘- —_— (Ti“—l}h! n— oo 0

A‘
(b) Si k < 1 entonces 0< % < ai — 0 (cuando n — o0)

(c) Si k > 1 entonces lim ﬁ —0vyaque a*>0

— 0

Por lo tanto

3. Demostrarque lim \/n =1

Solucién : Sea z,=(/n—1 entonces z,>0 y tenemos
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n=(z,+1)">1+nz, + ’—‘—an_l (z,)? > n—‘—l{nz_l (z,)?

Luego
0<z,<4/:235 =0 (n — o0)
esto es
lim /n = lim (1+z,) =1
4. Demostrar que n“'}l.?a—r!! =0

k
Solucion : Sea k un nimero natural tal que k > 2a vy sea % =c

Si n >k entonces tenemos

a" a a a c
OSE:C' B+l k42 T S m F—0 (n—o00)

.1
5. Demostrar que lll‘ﬂ_—ofllz =0.

Solucién : Sea y,="“" entonces logn = ny, . Tomando exponencial
a los dos lados tenemos

2 J'.-"

n = enyrt > 1 + nyr, + [n‘?—;z) > (ﬂ.%r,,

Luego

0<yu< %—>0

6. Sea {a,}>°, unasucesiéntalque a,., = ,/1+ \/a,, a = 1. Demostrar que

la sucesién {a, }°, es convergente.
Solucién : Tenemos

(Ve ) (v )
a”"_a":\/l"'\/a_\/l-"\’a" L= VI+Va+ 1+/a
- \/ii\/\/i:;i/'l‘f:/_ﬂ'_] = ‘/H‘/‘/:i;:’//f\’/ﬁ “““ etc. (vea ejercicio 68)

1.14. Ejercicios

1. Si {s,}.., es una sucesion de numeros reales, si s, <M ysi lim s, =L

probar que L < M.

2.SiLeER,MeR y L<M+e paratodo € >0, probarque L < M.

3. Si {s,}.., es una sucesion de numeros reales y si, para cada ¢>0,
|s, — L| <€ (n>N) donde N no depende de ¢, pruebe que a partir de un
namero finito los términos de {s,} . soniguales a L.

4.(a) Hallar N € N tal que si n > N, entonces I% -2| < %
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