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Algunos de mis apreciados visitantes me proponian un material
elemental dirigido a estudiantes un poco mas nedfitos, pero
conservando el espiritu inicial que me he propuesto desde la
iniciacion de mi trabajo en el ciberespacio. Es ésta la razén para
colocar un cursillo que

sea como una invitacién al aprendizaje de la matematica
avanzada en el campo virtual.
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§ 1. FUNDAMENTOS DE LOGICA

1.1 Los vocablos verdaderoy falso son fundamentales en el estudio de
la matematica, se consideran completamente conocidos y se aceptan sin
definir, es decir se admiten intuitivamente como ideas iniciales y se notan

V , F

1.2 Las oraciones en las cuales se pueden establecer uno de los vocablos
verdadero o falso se denominan proposiciones o afirmaciones. Son
frecuentemente notadas por letras minusculas p,q,r,s,...

EJEMPLOS. Las frases: ;COmo estas?, ;Cual es tu nombre?, que la suerte te
acompane; no son proposiciones

Bolivar es un hombre muy conocido, Bogota es la capital de Bolivia,
Venezuela es la patria del Libertador; son proposiciones.

Toda proposicion suele ir acompanada de una tabla
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p
%
F

[lamada tabla de verdad y que indica las posibilidades de que la
proposicion p sea verdadera o falsa

1.3 Negar una proposicion es el procedimiento, mediante el cual una
proposicion que es verdadera se convierte en falsa y reciprocamente si es
falsa se convierta en verdadera.

Se usa en estos casos p para la proposicion y —p para su negacion

b |™p
V| F
v

1.4 PROPOSICIONES COMPUESTAS. Una propiedad fundamental de las
proposiciones se encuentra en el hecho de poderlas componer para
obtener nuevas oraciones las cuales son nuevamente proposiciones
lamadas proposiciones compuestas y estan caracterizadas por tablas
[lamadas tradicionalmente tablas de verdad.

1.4.1 CONJUNCION: Dadas dos proposiciones p y ¢ la proposicion
compuesta pAqg (p y q) es llamada conjuncion y esta definida por la
siguiente tabla

aS]
>
&S

SISIRSIASIS
SIRSESIRSIE
| | | <

es decir su tabla depende estrechamente de los valores de verdad de las
proposiciones componentes.

EJEMPLO. Hoy es lunes y estamos a 28 de frebrero de 1936.
Esta es una conjuncidon y es una proposicion falsa por que estar a 28 de
febrero de 1936 es una proposicion falsa.

1.4.2. DISYUNCION: Sean p y ¢q dos proposiciones, la proposiciéon pVgq
(lease p o0 ¢g) es una proposicion compuesta llamada disyuncion y esta
definida mediante la tabla
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= <<=l <

SISIRSIES(E
SIS

EJEMPLO. Colombia es una naciéon de América del sur o estamos a 9 de
abril de 1948.

Esta proposicion es una disyuncién la cual es claramente una proposicién
verdadera, por que es verdad que Colombia es una nacién de América del
sur.

Se sigue entonces que la veracidad o falsedad de la disyuncion o de la
conjuncion depende de la verdad o falsedad de las proposiciones
componentes.

Hay una variacion de la disyuncidon que se presenta en proposiones como
"el papa Juan Pablo Il esta vivo o el papa Juan Pablo Il esta muerto"

esta es llamada el o exclusivo o el aut y esta definida por la siguiente

tabla

P |9 |PVg
ViV | F
VIF| V
Fl\vi Vv
F|\F| F

1.4.3 IMPLICACION: Sean p y q dos proposiciones, la proposiciéon p = g es
llamada implicacion, la cual se lee de una de las formas siguientes

p implica ¢
si p entonces ¢
p s6lo si g
p es una condicién suficiente para g
g es una condicion necesaria para p

y es una proposicion compuesta definida por la tabla
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P19 |P=4
Vvivi] VvV
VIF| F
vV
FIF |V

EJEMPLO. Si no me da pereza, entonces estudio geometria

Es de notar que la mayoria de los enunciados de la matematica estan en
forma de implicacion, de donde su importancia.

EJEMPLO. Si a,b y ¢ son las longitudes de los lados de un triangulo
rectingulo entonces c¢? = a? + b2

1.4.4 EQUIVALENCIA: Sean p y ¢ dos proposiciones, la proposicion p < ¢ es
llamada equivalencia, la cual se lee de una de las siguientes maneras

p es equivalente a g

p siy sélosig
p es una condicién necesaria y suficiente para g

es una propsicion compuesta definida mediante la siguiente tabla

P |9 |P=4
vivi Vv
VIF| F
r\v9 F
FIF |V

EJEMPLO. Sean a y b humeros enteros entonces se tiene a < b si y solo si
b — a €s un numero natural.

Los simbolos -, A,V,V,=,< son referidos como los conectivos
proposicionales.

En adelante, ademas de p,q,r,s,..., usaremos pi, ps, p3,...como simbolos
para designar proposiciones y nos referiremos a ellos como los simbolos
proposicionales. Tenemos tantos simbolos proposicionales como
numeros naturales, disponemos de una buena cantidad de ellos,
suficientes para representar cualquier proposicion que tengamos en la
memoria; seguramente una persona no alcanza en toda su vida a fijar en
su mente mas proposiciones que numeros. Asi, podemos considerar que
cada simbolo proposional representa una Unica proposicion simple.
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A cualquier combinacion de simbolos proposicionales, se le determina
formula, y aquellas para las cuales se les puede construir su tabla de
verdad son frecuentemente llamadas formulas bien formadas (f.b.f).

Las reglas que gobiernan las férmulas bien formadas son:

(1) Los simbolos proposicionales son formulas bien formadas

(2) Si « es una formula bien formada, entonces su negacion (—«) es una
formula bien formada.

(3) Si @y B son féormulas bien formadas entonces también lo son (a A 3),
(aVB), (aVp),(a=p) Yy (asp)

(4) Una expresion es una formula bien formada si y solo si el que lo sea
se sigue de aplicar (1), (2) y (3).

La regla (4) significa que las unicas formulas bien formadas son las que se
pueden construir combinando (1), (2), (3) un numero finito de veces.
Como una féormula bien formada se ha obtenido a partir de finitos
simbolos proposicionales y por aplicacion de (1), (2)y (3) finitas veces,
siempre es posible construir su tabla de verdad: se dan a los simbolos
proposicionales que aparecen en la férmula bien formada los valores V, I’
combinandolos adecuadamente para obtener todos los casos posibles y
luego se van construyendo paso a paso las tablas de verdad de las
formulas bien formadas que se han ido formando hasta llegar a la de la
formula bien formada dada inicialmente (NOtese que si aparecen n
simbolos proposicionales en una férmula bien formada, su tabla de
verdad tendra 2" filas, correspondientes a las 2" formas posibles de
combinarVy F)

Unos ejemplos aclararan lo dicho: Construir la tabla de verdad de pV —p,
(vVa)A-p, Yy [pPA(p=q)]=gq:

~—

p | -p|pV-p|, (pVq) A (—p)
VIF | V
F

V V

SIS
SIS
SIRSIESIES

<|<|=[=|d

F
F
%
F

=q) | [pANp=q9]=¢

| <) <=
SIESIEISE
<|<|=|<[y
| | <o
<|<|<=
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Observando las tablas de verdad anteriores, vemos que existen férmulas
bien formadas como pV -p, [pA(p=q)] = ¢, tales que en su tabla de
verdad Unicamente aparece el valor V, sin importar la verdad o falsedad
de sus proposiciones componentes; estas formulas se llaman tautologias.
Son las formulas bien formadas mas importantes, debido a que
corresponden a proposiciones compuestas que intuitivamente son
siempre verdaderas, independientemente de la veracidad de sus
proposiciones componentes.

1.5 NEGACION: Es de utilidad conocer la negacién de los conectivos
proposicionales y esta dado por las siguientes tautologias:

)
< a } S [(pA-g)V (-p A g)]

1.6 EJERCICIOS.

1. Negar las siguientes proposiciones
(a) Si el sol sale esta tarde, entonces voy a jugar
(b) Estudiareé solo si llueve
(c) Comeré frutas si y solamente si es una pera o una manzana
2. Haga los cuadros de verdad para cada una de las proposiciones
siguientes y concluya si son tautologias o no
(@)pA(gVr) e (pAgV(pAT)
(0)pV(gAT) = (Ve A(pVr)
(c)p=4q) = (-p) Vg
@(peage (=N (g=rT)
(e)
(f)

(9) pVpep
3. De cada una de las expresiones siguientes, diga si es una f.b.f. 0 no;
dé las razones de sus respuestas:

(a) (=p=—q) = ~(pVq)
b)p= V-rAq
(c) (pL Ap2) Ap3s & (mpsV p3)
(d) ((pr = (=p2)) Ap1) = —p2
()pAqvaT
(f) (=Vp)=(gAT)
(9) ~(pAq) = ((=p) A (—9))-
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4. Use las tablas de verdad para probar que (pA-p)= ¢ es una
tautologia.

5. Sea «a, [ férmulas bien formadas. Se dice que "o implica
tautolégicamente a 8" si a = [ es una tautologia. Se dice que " o es
tautologicamente equivalente a 3" si o implica tautolégicamente a By 3
implica tautoléogicamente a «, o lo que es igual, si a< 3 es una
tautologia. Halle cuatro ejemplos de implicaciones tautoldgicas y cuatro
de equivalencias tautoldgicas

6. Una contradiccion es una f.b.f compuesta que siempre es falsa,
independientemente de la veracidad de las proposiciones componentes.
Dar cinco ejemplos de contradicciones, demostrando que lo son
mediante tablas de verdad, si es el caso.

7. Dadas las proposiciones p: Hace frio, y ¢: Esta de noche, y suponiendo
gue la primera es verdadera en este momento y la segunda falsa, escriba
en términos de p, ¢ y los conectivos, las proposiciones siguientes, y halle
sus valores de verdad:

(a) No esta de noche o no hace frio.

(b) Hace frio o no esta de noche.

(c) Ni esta de noche ni hace frio

(d) Esta de noche pero no hace frio.

§2. CONJUNTOS

Otra idea fundamental en el estudio de la matematica, es la de conjuntoy
la tomamos sin definir como materia prima. Intuitivamente es una
coleccion de objetos llamados e/lementos, esta idea la vemos por ejemplo
en un panal de abejas , en un rebano de ovejas, en una planta de crianza
de truchas, son ejemplos de conjuntos.

El hecho de pertenecer a un conjunto es otro concepto primitivo y que se
toma como materia prima.

Notacionalmente los conjuntos suelen indicarse por letras del alfabeto en
mayuscula y los elementos que los componen seran indicados por letras
minusculas en este caso se dice que los conjuntos estan dados por
extension.

Cuando se dan las propiedades que definen a los elementos se dice que
el conjunto se da por comprension, es cuando se usan los corchetes y las
palabras "conjunto de elementos tales que".

Si denotamos por p(z) a una condicién redactada en términos de la letra
z, el conjunto determinado por ella se escribe

{z/p(x)} & {z:p(x)}
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A la condicion le llamaremos muchas veces una proposicion condicional.
Usaremos también la palabra col/eccion como sinénimo de conjunto

La formula "a € M" es utilizada para indicar "a es elemento del conjunto
M" vy suele leerse "a pertenece a M"

2.1 CLASES DE CONJUNTOS. Los conjuntos se clasifican segun el numero de
elementos que ellos tienen, asi se tendran conjuntos finitos y conjuntos
infinitos.

El conjunto wuniversal o referencial es un conjunto variable y es el mas
grande conjunto que se considere en un determinado problema, por
ejemplo hablando de numeros el universo podria ser el conjunto de los
numeros reales o el de los nimeros complejos dependiendo de la teoria,
si es real o si es compleja.

El conjunto vacio es un conjunto que carece completamente de
elementos, se nota por la letra griega ® 6 {}.

Algunos conjuntos frecuentemente usados y utilizados son:

N={0,1,2,...} numeros naturales
Z=A{...,-1,0.1,2,...} numeros enteros
Q={z/r=4%a€ZbeZ—-{0}} numeros racionales
R el conjunto de los numeros reales

C el conjunto de los numeros complejos

2.1.2 DEFINICION. Sea A un conjunto de un universo dado, un subconjunto
M de A, notado M C A, esta definido por la proposicion condicional

siz € M entonces z € A

Esta idea puede visualizarse por medio de un diagrama llamado diagrama
de Venn

U

ACMe (zreA=ze M)

Decir que un elemento = no esta en A se denota por la proposicién
compuesta
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r¢ A a(ze A

2.1.3 DEFINICION. Un conjunto A se dice igual a un conjunto B si la
siguiente proposicion es verdadera

ACBABCA
0 sea
A=B < (ACBABCA)

2.1.4 PROPOSICION. Sea A un conjunto arbitrario de un universo dado U
entonces & C A.

DEMOSTRACION. La proposicién condicional ze®=xc A es siempre
verdadera, pues z € ® es falsa

2.1.5 DEFINICION. Sean A y B conjuntos de un universo dado. La reunion
de A con B, notada AU B, esta definida por la proposicion compuesta

rcAUB=xc AVvzcEB

es decir, es el conjunto de los elementos que estan en A o estan en B.
Si hacemos uso de diagrama de Venn tenemos

AUB={z/x € AVz € B}
2.1.6 DEFINICION. Sean A y B conjuntos de un universo dado, la
intersecciéon de A con B, notado AN B, esta definida por la siguiente
proposicion

re€ANB& (x€ ANz € B)

es decir, el conjunto de los elementos comunes a Ay B; en diagrama de
Venn se tiene
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U

ANB={z/xr € ANz € B}

2.1.7 PROPOSICION. (a) A= B implica ANB=AUB=A=RB8B
(b) Si AC B entonces AUB=B yAnNnB=A
(c) AU(BNC)=(AUB)N(AUC(C)
AN(BUC)=(ANnB)U(ANC)
(d) AuU®=A
(e) AUB=BUA
(fyAnNB=BnNA
La demostracién se propone como ejercicio.

2.1.8 DEFINICION. Sean A y B conjuntos de un universo dado, la diferencia
de A con B es notada A — B y esta definida por la siguiente proposicion

reEA-B&sre ANz ¢ B

con diagrama de Venn seria:

U U@U

A-B={zxeU/xec ANz ¢ B}

2.1.9 DEFINICION. Sean A y B conjuntos de un universo dado U y tal que
A C B entonces el complemento de A con respecto a B es definido por

CLA=B—A

Cuando B es el universo U se dice simplemente el complemento de A
notado Cy A6 CAy esta definido por la proposicion

reCAs ¢ A

2.1.10 PROPOSICION. Sean Ay B conjuntos de un universo U, entonces
(1) C(AUB) =(CA)Nn(CB)
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(1) C(ANB) = (CA)U (CB)
(i7) (CA)NA=2

(iv) (CA)UA=U
(v)CU)=2

(vi) C(®) = U

DEMOSTRACION. Se hacen en forma directa usando las definiciones y la
formulas bien formadas dadas en la seccidn anterior asi:
(i) 2e€CAUB)&x¢ (AUB)<& —(xe AUB)

& a(reAVrzeB)e ~(re A)AN-(x € B)

sr¢ANr¢ BosreCANreCBexe (CA)N(CB)
Siguiendo el mismo orden de ideas se demuestran las restantes
afirmaciones.

2.2 PROPOSICIONES CONDICIONALES Y CUANTIFICADORES

2.2.1 DEFINICION. Sea A un conjunto de un universo dado, una variable de
A es un simbolo que representa a cualquier elemento de A y una
constante en A es un simbolo que representa exactamente un elemento
de A bien determinado.

2.2.2 DEFINICION. Una proposicion condicional es una sucesion de
simbolos envolviendo variables y que se convierten en proposicion al
reemplazar estas variables en un universo conveniente y notan

p/xeU, p,/yecU...
siemprey cuando = 6 y sean las variables.

EJEMPLOS. (1) p, : z+1 =0 es una sucesion de simbolos
(pr:x+1=0)(x €Z) es laproposiciéon condicional

(2) p.:x?+1+22x=0 esunasucesion de simbolos
(pr : 2 + 1+ 22 = 0)(z € R) es la proposicidén condicional

(3) pr:a?—1=(x+1)(x—1) es una sucesion de simbolos
(pr:2®>—1=(x+1)(z —1))(z € R) es la proposicién condicional

2.2.3 DEFINICION. Se llama conjunto solucion de una proposicién
condicional al subconjunto del universo dado, donde la proposicién
condicional es verdadera.

Sea (p;)(x € U) y P su conjunto solucidon entonces

P ={x € U/p, es verdadera}



J. Dario Sanchez H. MATEMATICA BASICA 13

2.2.4 PROPOSICION. Sea (p,)(xz € U) una proposicion condicional, si P es el
conjunto solucion de (p,)(z € U) entonces

{x € U/p, es falso} = {x € U/—(p,) es verdad} = CP

DEMOSTRACION. Sea a € {z/-(p,)} & —p,es verdadero <« p, es falso
s a¢{x/p.} =P < acCP.
O

2.2.5 PROPOSICION. Sean (p,)(zx€U) y (¢.)(xz€U) dos proposiciones
condicionales con P y (Q como conjuntos de soluciones entonces

{m/px/\Qx}:PmQ

DEMOSTRACION.  Seaa € {z/p, ANq.} © paANq. €S verdaderas p, es
verdaderay g, es verdadera ©acPyacQ <ac PNQ.
O

2.2.6 PROPOSICION. Sean (p,)(zx€U) y (¢.)(ze€U) dos proposiciones
condicionales con P y (Q como conjuntos de soluciones entonces

{CC € U/prQx} :PUQ
DEMOSTRACION. Sea ac{zxe€U/p,V ¢} < p.Vq.es verdadera < p, es

verdadera, 6, q, es verdadera ©ac PVac@Q < ac PUQ.
O

2.2.7 PROPOSICION. Sean (p,)(x €U) y (q.)(x€U) dos proposiciones
condicionales con P y @ como conjuntos de soluciones entonces

{reU/p,=a}=(CP)UQ

DEMOSTRACION. Se sabe que (p=¢q) < ((—p) V ¢) es una tautologia por lo
tanto

{zeU/p,=q.}={xcU/(-p:)Vaq.}=(CP)UQ.
O

2.2.8 PROPOSICION. Sean (p,)(zx€U) y (¢.)(z€U) dos proposiciones
condicionales con P y Q como conjuntos de soluciones entonces

{teU/p, = q¢}=(PNQ)U(CPNCQ)

DEMOSTRACION. {z € U/p: & ¢} ={z € U/(pe = @) A ¢z = p,)} =
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—{rcU/pp=q}N{zeU/q =p}=(CPUQ)N(CQUP) =
=[(CPUQ)NCQIU[(CPUQR)NP] =
[(CPNCRU(QNCY)IU[(CPNP)U(QNP)]
=(PNQ)U(CPNCQ)

d

2.2.9 Un cuantificador es un simbolo que nos responde a la pregunta
;Clantos elementos del universo en consideracion satisfacen a una
proposicion condicional?
Asi los cuantificadores son de dos tipos: existencial y universal
El cuantificador ex/istencial denotado con 3y esta definido asi:
Sea (p,)(z € U)una proposicion condicional y P C U su conjunto solucion
entonces

(FrelU)(p) & P#2
léase existe un x en U tal que p, es verdadera y esto es equivalente a
decir que el conjunto soluciéon de p, no es vacio.
El cuantificador wniversal notado V, esta definido asi: Sea (p,)(z € U)una
proposicion condicional y sea P c U es el conjunto solucion de p,
entonces

(Vz € U)(p, es verdadera) & P =U
léase para todo =z en U p, es verdadera y esto es equivalente a decir el
conjunto solucion de p, es igual al universo.

EJEMPLOS. (1) La proposicién condicional (z? + 1 = 0)(z € C) tiene conjunto
solucién no vacio, entonces se puede usar el cuantificador asi
(Fz € C)(z>+1=0)
(2) (2> = 1= (x —1)(z+1))(x € C) tiene por conjunto solucién al conjunto
C entonces se puede usar el cuantificador asi:
Vx e C)(z? —1=(z—1)(z+ 1))

2.2.10 NEGACION DE CUANTIFICADORES

PROPOSICION. (1) =(3z € U)(p.) & (Vz € U)(—p.)
(2) ~(Vz € U)(p:) & 3z € U)(—px)

Veamos el caso (2): Sea P el conjunto solucidn de p, entonces
~(Vz € U)(ps) & ~(P=U) < —~(P=PUCP) < CP # C(PUCP) = CPNC(CP)
SCP#AO< (JxeU)(—ps)

EJEMPLO. Todos los hombres son buenos

Cuantificacion: Sea U = {Hombres del mundo}
(Vz € U)(z es bueno)

Si queremos la negacion tendriamos
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(3z € U)(z no es bueno)
En espanol seria: Hay hombres que son malos.

2.3 EJERCICIOS

(1) Tomando como referencia al conjunto de los numeros reales, hallar
los conjuntos que definen las condiciones siguientes
(a) (22 —8x+15)(x +1)=0
(b) 2? =5z +15>0
() 2?2 <2
(2) Resolver el ejercicio (1) tomando como referencial el conjunto Z de los
enteros.
(3) Resolver el ejercicio (1) considerando como referencial el conjunto
{6,7,8,9,...} de todos los numeros naturales mayores o iguales a 6.
(4) En cada uno de los tres ejercicios anteriores, anteponer a cada
condicion un cuantificador adecuado para que se obtenga una
proposicion verdadera; dar las razones de sus respuestas.
(5) Escribir la negacién de cada una de las proposiciones siguientes:
Todos los hombres son mortales.
(Vz)(z + 0 =z)
(32)(Vy)(z +y > 0)
(6) Tomando como referencial al conjunto de los numeros reales, hallar
una condicién p(z,y) en dos variables, tal que
(3x)(Vy)(p(z,y)) sea falsay
(Vy)(3x)(p(z,y)) sea verdadera
(7) (a) Hallar todos los subconjuntos del conjunto {1,2,3} o sea P({1,2,3})
(b) Hallar todos los subconjuntos del conjunto {1,2} (P({1.2}))
(c) Hallar todos los subconjuntos del conjunto {1} (P({1}))
(d) Hallar todos los subconjuntos del conjunto .
(e) ;Podria usted adivinar una relacion entre el numero de elementos
de un conjunto finito y el nimero de sus subconjuntos?
(8) Escribir la negacion de cada una de las expresiones siguientes:
(Vz)(p(z) = q(z))
(Vz)p(z) = (q(z) V r(z))
(32)(V2)(p(z, 2) A q(2))
(9) Sea S un referencial para una condicion p(x). Sea A C S. Definimos
(Vz € A)(p(x)) como (Vz)(xz € A= p(z) es verdadera). Andlogamente,
definimos (3z € A)(p(x)) como (3x)(xz € A A p(x) es verdadera).
Demuestre que
(Ve € A)(p()) & (o € A)(-p(x))
y que
—(3z € A)(p(z)) < (Vo € A)(=p(z))
(10) ¢Qué sentido tiene para usted expresiones como
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(Vz)(24+3=5), (3x)(2-4=8)7
iSon éstas proposiciones? ;Se podria suprimir el cuantificador?
(11) Dé justificaciones a las equivalencias siguientes:

(Vz)(p A q(z)) < (P A (Vo)q(T))
(Vz)(pV q(z)) < pV (Vz)(q(z))
(3z)(pAq(z)) = pA (3x)(q(z))
(3z)(pVq(z)) = pV (3z)(q(z))

Nota: p es una proposicion en la cual no aparece z.

(12) Escriba en espanol correcto la negacion de las frases siguentes:

(a) Si las Matematicas son faciles, aprobaré el curso

(b) Existe un numero natural m tal que cualquiera sea el natural n, m <n
(c) Si el costo de vida continua subiendo, algunos tendremos que dejar la
"costumbre burguesa" de comer tres veces al dia o trabajar por un
cambio de estructuras.

(d) Todos tenemos problemas y algunos nos dejamos vencer por ellos.

(e) Todos los gatos son pardos o algunos estamos miopes.

(13) Diga, dando las razones de sus respuestas, cudles de las
afirmaciones siguientes son verdaderas y cuales no:

(a) {1,1,2} C {1,2}

(b) {1,2,2} ={2,1}
(¢) a € {{a}}
(e) ACDP=A=0.

§3. METODOS DE UNA DEMOSTRACION

Uno de los criterios de deduccion mas importantes y el cual es inherente
al hombre, es el dado por la tautologia

[pA(p=q)]=q
llamada el modus ponens la cual afirma que con el conocimiento de p y
p=q se deduce la veracidad de ¢, es el razonamiento del hombre
prehistorico cuando razonaba asi:
Yo mato toro Y, si yo mato toro entonces calmo hambre, entonces yo calmo hambre.
Este criterio es utilizado en la mayoria de las pruebas de la matematica
aunque siempre esta tacita su utilizacién. A continuacién se daran unos
meétodos clasicos de demostracion.

3.1 Método trivial ; se trata de estudiar la veracidad de la proposicién
p = ¢ estudiando la proposicién p en si misma. Si p es falsa no importa
gue sea ¢, p = q siempre es verdadera.
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EJEMPLO. Estamos en el siglo XXII, entonces hoy es viernes, es una
proposicion compuesta verdadera por que la hipétesis es falsa.

3.2 Método vacio ; consiste en estudiar la veracidad de la proposicién
p = ¢ estudiando la proposicién ¢ en si misma, asi si ¢ es vedadera no
importa cual sea el valor de verdad de p la proposicién compuesta p = ¢
siempre es verdadera.

EJEMPLO. Si Julio César fue un gran guerrero, entonces Bogota es la capital
de Colombia. Esta proposicion es verdadera

En dlgebra, si (Vo € Z)(2* +2 = 1)entonces 2 =1+ 1, en una proposicién
verdadera.

3.3 Meétodo indirecto ; se aplica en el estudio de la veracidad de la
proposicion p = ¢, procediendo de la siguiente forma

(i) Supdngase que g es falsa

(17) Con este hecho y otros conocidos dentro de la teoria se
demuestra que p es falsa.
Entonces se tiene que p= ¢ es verdadera. Este método también es
conocido como el contrarreciproco.

EJEMPLO. Si a” es par entonces a es par

PRUEBA: (i) Supongamos que a no es par
(i7) existe m € N tal que a = 2m + 1
(#11) a® = (2m 4+ 1) = 4m? + 4m + 1 = 2(2m? + 2m) + 1
asi, existe k = 2m? + 2m € N tal que a?> = 2k + 1 6 sea que a? no es par.

3.4 Método directo ; se trata de probar que la proposiciéon p= ¢ es
verdadera y se procede asi;

(i) Se supone que p es verdadera

(i7) Con este hecho y otros bien conocidos de la teoria se
demuestra que ¢ es verdadera.
Asi p = ¢ es verdadera.

EJEMPLO. Si AABC es un triangulo rectangulo, entonces a? + b = ¢?

donde a,b son las longitudes de los catetos y ¢ es la longitud de la
hipotenusa.

PRUEBA: (i) Supongamos que b es un triangulo rectangulo
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(17) con el triangulo a construimos un cuadrado que
tenga de lado a + b asi;

(#4i) El area del cuadrado de lado a + b sera

(a+b)* = a® + 2ab + b2
pero sumando dreas tenemos que

(a+b)* =+ 2ab
asi

a’? + 2ab + b* = c? + 2ab
de donde tenemos

a’ +b? = c?

O

3.5 Meétodo de contradiccion (Absurdo). Sea r una teoria y p una
proposicion de la teoria, de la cual se desea saber su veracidad. El
método consiste en:

(i) Construir una nueva teoria 7’ obtenida adjuntado a 7 la proposicion —p
(17) Se demuestra que la teoria 7 es contradictoria 6 inconsistente,
hallando en 7 una proposicién ¢ verdadera y —¢q verdadera.

Asi tenemos que p es una proposicion verdadera en .

EJEMPLO. No se puede dividir por cero

PRUEBA. (i) Sea 7 la teoria de los numeros reales y pla proposicién: no se
puede dividir por cero.
(i7) Sea 7’ la teoria de los numeros reales en los cuales se puede dividir
por cero.
(i4i) Consideremos en 7’ la siguiente igualdad
a="b a,b € Z — {0}
Se multiplica por a ambos miembros de la anterior igualdad obteniéndose
a’> = ab
Agregue — b? a los dos lados de la igualdad
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a? — b% = ab — b?
Factorizando se tiene

(a—b)(a+b)=(a—Db)b
Como en 7 se puede dividir por cero, entonces simplificamos por (a — b),
asi se obtiene

a+b=0>b
Como a = b, se tiene
20 =a
Simplificando por a se llega a la proposicion
2=1
Asi en la teoria 7 se tendria simultaneamente
241 y2=1

obteniéndose que 7' es una teoria contradictoria, ( es usual afirmar en
estos casos que 7 es absurdo)
Luego no se puede dividir por cero.

3.6 Método del contra-ejemplo. Dada una proposicion p la cual quiere ser
probada, es decir, la cual se desea adjuntar como verdadera dentro de
una teoria. El método consiste en hallar un ejemplo donde se diga lo
contrario de la proposicion deseada, asi la proposicion queda
automaticamente falsa dentro de la teoria.

EJEMPLO. En la teoria de los numeros enteros si el cuadrado de un nimero
entero es impar el nimero es primo.

PRUEBA. Se usa el método del contra-ejemplo, asi 81 = 92 es niUmero impar
sin embargo 9 no es nUmero primo.
Asi la proposicion es falsa en la teoria de los numeros enteros.

3.7 EJERCICIOS.

(1) Puede suceder que AN B = B; dé un ejemplo en el cual se cumpla
dicha igualdad. ;Podria idear (demostrandolo) una condicién necesaria y
suficiente para que tal iguadad se cumpla?
(2) Se pide lo mismo que en el (1) pero con respectoa AU B = A.
(3) Demuestre que si ACBY BCC entonces ACC y que si MCN
entonces P(M) C P(N)
Aqui P(M) ={X/X C M} el conjunto llamado partes de M.
(4) Pruebe que

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
y que

AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
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(5) Sea S un conjunto referencial y sean A, B subconjuntos de S:
Demuestre que

A—B=An(CsB).
(6) Puede suceder que A— B=®; dé dos ejemplos en los cuales se
cumpla dicha igualdad e idee (demostrandolo) una condiciéon necesaria y
suficiente para que tal igualdad se cumpla.
(7) Sean Aj, A,, ..., A, conjuntos. Pruebe que si (A; C As) y (As C A3),y...Y
(A1 CA,) Y(A, C Ay), entonces A; = Ay =--- = A,.
(8) Sean P, @ subconjuntos de un conjunto referencial S. Demuestre que

PCQ siysolosi (CsQ) C (CsP).

(9) Pruebe que (A—-B)—C CA—(B-C), pero que en general no se
tiene la contenencia en el sentido contrario. Demuestre ademas que

A—(B-C)c(A-B)U(ANC)
(10) Muestre que AN(B—-C)=(ANB)—(ANC)

AU(B-C)=(AUB)—(C - A)
Pero que en general la union no es distributiva respecto de la diferencia.
(11) (a) Dé una justificacion a la equivalencia

(Vo) (p(z) Ag(x)) < [(Vo)(p(x)) A (Vo) (g(2))]
(b) Usela para demostrar que
(32)(p(x) V () & (32)(p(x)) V (3)(q(x))-
Ayuda: niegue en los dos lados de la equivalencia anterior
(12) Analogamente al ejercicio anterior, justifique que
(3z)(p(x) A q()) = [(Bz)(p(z) A (Fz)(q(x)))].

(13) Halle un referencial y condiciones p(z), ¢(z) adecuadas para hacer
ver que en general (3z)(p(z)) A (3x)(q(x)) no implica (3z)(p(z) A q(x)).
(14) Si A es el conjunto de los enteros multiplos de 6 y B el de los
multiplos de 10, halle AUB y AN B.
(15) (a) ¢ Podria hallar dos subconjuntos infinitos del conjunto B de los
numeros naturales, que sean disyuntos?
(b) ¢Podria hallar siete subconjuntos infinitos de N que sean disyuntos
dos a dos?
(c) ¢Sera posible hallar n ( siendo n numero natural mayor que 1)
subconjuntos infinitos de N que sean disyuntos dos a dos?

§4. PAREJAS ORDENADAS Y PRODUCTO CARTESIANO

4.1 DEFINICION. Sean A y B dos conjuntos de un universo dado, una pareja
ordenada (a,b) de un elementos de Ay otro de B esta definida por el
siguiente conjunto

(a,b) = {{a},{a, b} }
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Si a # b entonces (a,b) # (b,a) ya que {{a},{a,b}} # {{b},{a,b}} pues por
hipotesis a # b.

4.2 PROPOSICION. Si (a,b) = (¢,d), entoncesa=cy b=d

DEMOSTRACION. Si (a,b) = (¢, d) entonces {{a}, {a,b} }={{c},{c,d} }. Para que
se tenga la igualdad es natural que los conjuntos de un elemento sean

iguales o sea
{a} ={c} vy {a,b} ={c.d}
asi del primero se tiene a = ¢ y del segundo {a,b} = {a,d} se deduce que
b=d.
O

4.3 DEFINICION. Sean A y B dos conjuntos de un universo dado. Se define

el producto cartesiano de A por B mediante la siguiente proposicién
(r,y) e AxB&rxe ANyeEB

es decir, es el conjunto de parejas ordenadas tales que la primera

componente esta en Ay la segunda en B. Si hacemos uso de un diagrama

de Venn, podriamos interpretarlo asi

AXB

y (x,y)

Ax B={(z,y)/Jr € ANy € B}

4.4 PROPOSICION. Sean A, By C conjuntos de un universo dado
(1) Ax (BUC)=(AxB)U(AxC(C)
(i) Ax (BNC)=(AxB)Nn(AxC)

DEMOSTRACION. (i)Seape Ax (BUC) & p=(z,y) : (z,y) € Ax (BUC)

screANyeBUC S rzcAN(yeBVyel)s (xeANyeB)V(re AnyeC)

& (x,y) EAXBV(r,y) e AxCepeAxBVpe AxC
spe(AxB)U((Ax(O)
Analogamente se procede para (ii)
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4.5 EJERCICIOS.

(1)Sean R,S,T conjuntos de un universo dado. Demostrar que
(RNS)xT C Rx (T US).
(2) En las hipotesis de (1) demuestre que R x (SUT) C (RUT) x S
(3) Negar las siguientes frases:

Si todos los animales tienen plumas, entonces algunos hombres
tienen cuernos.

Algunos animales son mamiferos y todos tienen piel, es equivalente
a decir que algunas aves tienen piel y todas son oviparas.

Si todos los toreros son buenos, entonces algun toro Colombiano
embiste.
(4) Cuantifique las siguientes frases:

Los habitantes europeos son todos industriales

En la Universidad Nacional unos estudiantes son fisicos

Las medidas de los angulos interiores de un triangulo siempre
miden 180°.
(5) ¢Qué sentido tiene para usted, expresiones como
(Vz)(24+3=05),(3z)(2-4=8)?. ;Son estas proposiciones? ;Se podria
suprimir el cuantificador?
(6) Sean A, B y C conjuntos en un universo, muestre que

AN(B-C)=(ANnB)—(ANCQC)
AUu(B-C)= (AUB)—(C - A)
pero que en general la unién no es distributiva respecto de la diferencia.
(7) Definimos una nueva operacion entre conjuntos llamada la diferencia
simétrica asi:
AAB={z/x € AV € B}

(a) Usando una tautologia apropiada pruebe la asociatividad de la
diferencia simétrica: (AAB)AC = AA(BAC)
(b) Demuestre que AAB=(A—B)U(B—A)
(c) Pruebe que la diferencia simétrica es conmutativa
(d) Pruebe que AAB=AUB - (AN B)
(e) Usando diagrama de Venn y luego prescindiendo de ellos, halle AA®,
AANAY AAB si A C B.
(8) ¢En qué caso A x B esiguala B x A?
(9) Sea A =1{2,3},B={0,1} y C = {1}. Halle y represente graficamente los
siguentes conjuntos: Ax B, Bx(AUC),(AxB)U(AxC(C),Ax (BUC),
(AxC)N(AxC),Ax (BUC).
(10) ¢Qué es [0] x {x,y}, donde = y y son numeros reales?
(11) Si A es un conjunto cualesquiera, jqué es A x { }?
Nota: Recuerde que {} = & = conjunto vacio.
(12)  (a) Represente graficamente [ —2,3] x [ — 4, — 1]

(b)Idee una representacion de (—2,3) x [— 3, — 1]
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(c) ¢Cual seria la grafica de {2} x (1, + c0)?
(d)ldem. de R x {3}.
(13) Represente graficamente:

(a) (—o00,2] x (1, + 00) (d)(1,3] x [— 2, + )
(b) [2, + 00) x (1, + 00) () (—00,2] x[—1,3)
(c) [—2,3] xR (IR x(-1,3)

(14) Demuestre que

Ax (BUC)=(AxB)U(AxC)
y que

Ax (BNC)=(AxB)N(AxC(C).

§5. RELACIONES Y FUNCIONES

Sean A y B dos conjuntos de un universo dado, y consideremos su
producto cartesiano A x B. Todo subconjunto de A x B es llamado una
relacion de A en B. Puesto que ® C A x B entonces el vacio ® es también
una relacién de A en B, lo mismo puede decirse de A x B que es una
relacion de A en B.

EJEMPLO. A = {a,b,c}, B = {1,2,3}
Ry = {(aa 1)7 (aa 2)7 (b7 2)’ (b> 3)7 (Cv 1)}

Ry = {(aal)}v R3 = {(aal)v(av2)7(a73)}
son relaciones de A en B.

5.1 DEFINICION. Sea R una relacion de A en B, el conjunto
Dr={a€ A/(F € B)((a,b) € R)}
es llamado el dominio de la relacion.
De otra manera el conjunto de todos los primeros elementos de las
parejas que forman a R es llamado dominio de la relacion.

5.2 DEFINICION. Sea A una relacion de A en B. El conjunto B es llamado
codominio de la relacion y el conjunto

Recy ={be B/(3a € A)((a,b) € A)}
es llamado el recorrido de la relacion. Es decir el recorrido es el conjunto
de todos los segundos elementos de las parejas ordenadas que forman la
relacion.

EJEMPLO. En el ejemplo anterior se tiene
Recr, = {1,2,3} Dg, ={a,b,c}
Recp, = {1} Dpg, = {a}
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Recp, ={1,2,3} Dp, = {a}.

5.3 DEFINICION. Sea R una relacion de A en B se dice que R es una relacion
funcional (6 grafica funcional) si
(i) El dominio de R es A
(i7) La siguiente proposicion es siempre verdadera
(Vz)(Vy)(V2)((z,y) € RA(z,2) € R=y = 2).

EJEMPLOS (1) {(:U,y)/y =v1- x2} C[—1,1] x R es una relacion funcional

de [ - 1,1] en ® mientras que

G = {(z,y)/a* +y* =1}
no lo es , ya que (0,1) y (0, —1)son elementos de G y no se cumple la
condicién (ii) de la definicion.
(2) Sean X ={4,5,6,7} y Y ={a,b,c,d, e} f={(4,a),(5,a),(6,a),(7,e)} es
una relacion funcional, mientras que F = {(4,a),(5,b),(6,d)} no lo es ya
que Dp # X.

5.4 NOTACION. Cuando f es una relacion funcional, (z,y)e f se

acostumbra escribir y = f(z). También, "f es una funcion de X en Y " se
escribe

f: X—Y 0 Xiﬂ/

La funcion f descrita en el ejemplo (2) se puede escribir entonces en la
forma

[
»

>
I >

—

~N o o A X
Do oo <

Asi, la condicion (i) dada al comienzo significa: de todo elemento de X
sale una flecha y la condicion (i:) de ningun elemento de X salen dos o
mas flechas. Es de notar que a un elemento de Y pueden llegar varias
flechas o ninguna.

5.5 DEFINICION. Sea X un conjunto de un universo dado, se llama diagonal
de X al conjunto
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Ax ={(z,z)/xz € X}
EJEMPLO. Si X = {a,b,c} entonces Ax = {(a,a), (b,b),(c,c)}

5.6 DEFINICION. Sean X e Y conjuntos, sea G C X xY una grafica o
relacion. Se llama grafica inversa de G al conjunto

Gl ={(z,9)/(y,x) EG} CY x X

5.7 DEFINICION. Sean G; C X xY y G5 C Y x Z. se llama grafica compuesta
por G y G5 y se nota G5 o G; al conjunto

{(z,2)/(Fy € Y)((z,y) € G1 A (y,2) € G2)}
notese que Goo Gy C X x Z.

EJEMPLO. (1) Sea X = {1,2,3}; Y = {a,b}; Z = {a,*} consideremos
G = {(17 CL), (27 CL), (17 b)v (37 b)}
Gy ={(a, ¢),(a, )}
Gy = {(b,%)}
entonces
GyoGy = {(17 © )7 (17 *)7 (27 © )7 (2, *)} y GzoGi = {(17 *)7 (3a *)}
(2) Sean Gy = {(z,y)/r e RAy=12%}, Ga={z € RAy=sinz}
entonces
Gy0 Gy = {(z,y)/r € R Ay = sinz?}.

Podemos ahora preguntarnos ;si al componer dos graficos funcionales
se obtiene un grafico funcional?, la respuesta es si. Mas exactamente
tenemos.

5.8 PROPOSICION. Sean f: X——Y y g: Y——Z dos funciones entonces
go f: X——> Zes una funcion

DEMOSTRACION. (i) Como f es funcion se tiene la veracidad de la siguiente
proposicion
(Vz € X)(Aly € Y)((z,y) € f)

y como g es también funcion para cada y € Y habra un elemento z € Z tal
que (y,2) € g. Entonces ligando estas dos afirmaciones tenemos que

(Ve e X)(Fz€ Z)((z,2) egof)= X C D(gof)C X
entonces se tiene que

D(go f)=X

(14) Tomemos (z,z) € go f A(z,2') € go f entonces

[(Fy e Y)((z,9) € fA(y,2) € GIN(FY €Y)((z,y) € FAW,Z) € g)]
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de la asociatividad de la conjuncién se desprende que

[(z,y) € fFA(2,y) € fIN[(y:2) EgN (Y, 2) € g]
Como f es una funcién cumple el axioma (ii) por lo tanto

y=y A [(y.2) €gn(y,7) € g
ahora como g es funcional cumple también (ii) de donde

z=2

Asi como go f cumple (i) y (ii) de la definicion de funcion se sigue que
go f es una funcién de X en Z. En este caso es costumbre escribir
(z,2) €go fenlaformaz=(go f)(z), O, z=g(f(z)).
O

5.9 EJERCICIOS

(1) Halle las graficas inversas de

F={(z,y)/Jzr e R—{0}Ay=1}; G ={(z,y)/z € RAy=sinz}
(2) Sean G, y G, graficas de X en Y demuestre que

(a) Si G; C G entonces G C G5!

®)(@H =6
(3) ¢ Que relacion encuentra entre dominio G, recorrido de GG, dominio de
G~ y recorrido de G~1?
(4) ;La relacion "z es profesor de 3" es una funcion? ;Lo seria la relacion "z
es alumno de 3" 2.
(5) Halle dominio y recorrido de la relacién "z es hijo de 3" . ; es una
funcion?. Reflexione antes de responder.
(6) Sean A={0,5,7,4} 'y B=1{1,2,3} dos conjuntos. Defina cuatro
funciones de A en By cuatro de B en A.
(7) Dadas las funciones

(a) f(z) = 715 () g(x) =1-22> (c) F(x)=2x+3
()G(z)= — /5 +3  (e)bx) = /55
(f) u(z) = 2* =2 (9)v(x) = 5

i) Calcule su valor en el numero real 1.

ii) Halle los nimeros f(8), g(1.5),b(%), F(0), G( — 3),u(6),u(0),u( — 5),v(3), Yy
(0).

0
i1) Halle el dominio y el recorrido de cada una de ellas
8) Consideremos las siguientes funciones:

I~

i
(
F g

C3
(a) R—> R (b R— R (c) RNR—> R
x—xr—5 T — 3 x — x
id S L
(@) R—DR (g BN (f) R—R

x—id(r) =x T — x = 3+ 2
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abs

R—> R
9) z—2zsiz >0
r— —xsSiz<0
es decir, abs(x)=2 si >0y si ©<0, abs(x)= —x (Se llama valor
absoluto de z, en lugar de abs(z) se acostumbre escribir |z|)
(i) Halle  ¢3(0), e3( —1),¢3(10),9( — 1), id(2), id( — 3), L(2), L( — 5), s(2), s(0),
abs( — 2), abs(2), abs(0), | — 1 —0]].
(i) Halle el recorrido de cada una de las funciones inmediatamente
anteriores.

§6. CLASES DE FUNCIONES

6.1 DEFINICION. Sea f : X——Y una funcién. Si el recorrido de f es todo Y,
entonces f se llama sobreyectiva o una epiyeccion o simplemente f es
una funcion de X sobre Y.

Puede también decirse en forma equivalente, que f:X——Yes una
funcién sobre cuando la siguiente proposicion es verdadera

(Vy € Y)(Fz € X)(y = f(2))

6.2 DEFINICION. Sea f: X——Y una funcion. Se dice que f es una funcién
uno a uno 6 una /nyeccion si la siguiente proposicion es verdadera

(V) (Vy)(f(z) = fly) = = =y)

Esta proposicion es claramente equivalente a

(Vo) (Vy)(z #y = f(z) # f(y))-

EJEMPLO. (1) {(z,y)/x € R Ay = 2°} es una funcidén uno a uno de R sobre R
(2) f={(z,y)/r € RNy =2} es una funcién uno a uno de R en R. No es
sobre, pues el recorrido de f no contiene al cero ni a los numeros
negativos. Se puede volver sobre tomando X =R e Y =R, = numeros
reales positivos. Asi

fX—Y
T — 27

€S uno a unoy sobre.

Una funcién que a la vez es una inyeccion y una epiyeccion se le llama
una biyeccion.
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6.3 FUNCION INVERSA

Sea f: X——Y una funcién. Sabemos que f~! = {(y,z)/(z,y) € f} es una
grafica inversa, nos preguntamos jen que caso f ! es una funcion?
Veamos antes algunos ejemplos.

f:X > Y
1u—>a
2 b
3 C
A d

\e

0 sea f={(1,a),(2,b),(3,e),(4,d)}, la  grafica inversa  es
ft={(a,1),(b,2)(e,3),(d,4)}. Analizando el dominio de f~!, vemos que
Dsy1 #Y. Luego f' no puede ser funcion ;la causa? puesto que

Recorrido de f # Dominiode f~!; tenemos que f no es sobre.
Consideremos otro caso dado por

g

X
o

L VXV v
o oo <

p
v >
)

o sea g = {(a,a),(B,b),(v,c),(6,a)} entonces su grafica inversa sera

971 = {(CL, a)? (ba 5)7 (C> 7)7 (av 6)}

puesto que a#6 Yy (a,a)€gt, A,(a,6) € g, se sigue que g' no es
funcién ¢la causa? g no es uno a uno.

Estos ejemplos nos dicen que si f no es uno a uno 0 f no es sobre
entonces f~! no es una funcién. Es decir, si f~! es funciéon, entonces f
debe ser uno a uno y sobre. Como f = (f‘l)f1 es una funcidén entonces
f~! es también uno a uno y sobre.

En este caso, para todo z € X existe y € Y tal que (z,y)
de donde (z,7)€ flof por lo tanto z=(f"lof)(x
ftof=Ax = diagonal de X.

e fA(y,x)ef
)=A ()Iuego

Analogamente, para todo y € Y existe x € X tal que (y,z) € f' A(z,y) € f
entonces (y,y) € fo f~! entonces y = (fo f1)(y) = Ay(y) luego
fof'=Ay =diagonalde Y.
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En forma de diagonal

X— Y—X Y— X—Y
X f(x)— f 5f(X))= X yﬁf y)— f(f4(y))= y
A Ay

X

6.4 DEFINICION. Sean f: X——>Y y g: Y——> X funciones, se dice que fy
g son funciones inversas si

gof=Ax Yy fog=Ay
Las ideas anteriores quedan resumidas en el siguiente teorema

6.5 TEOREMA. Sea f : X—— Y una funcidn, f tiene funcion inversa si y sélo
Si f es uno a unoy sobre.

DEMOSTRACION. (a) " = " Sea f una funcion y gsu inversa
Si f(z) = f(2') entonces g(f(z)) = g(f(z'))
osea (go f)(x) = (go f)(a') entonces Ax(x) =z =12’ = Ax(z))
Luego f es uno a uno
Ahora como g es funcion se tiene (Vy € Y)(3z € X)(g(y) = =) entonces
flay) = f(z)=(fog)(y) =Ay(y) =y
Luego (Vy € Y)(3z € X)(f(x) =y) asi f es sobre.
(b)" < " Supongamos que f es uno a uno y sobre entonces
(Vy € Y)(Fz € X)(f(z) =y)
pero éste x es Unico ya que f es uno a uno. Si lamamos
9=A{ly,z)/y = f(z)}
g es una funciéon de Y en X y evidentemente g = f~! ya que:
(go [)(z) =g(f(z)) = g(y) =z = Ax(z)
(fog)y) = flg(y) = f(z) =y = Ay (y).
O

6.6 ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES

6.6.1 DEFINICION. Sea f: X——Y una funcién, y A C X, llamamos f(A) al
conjunto de las /mdgenes de los elementos de A

f(A) = {f(z)/x € A}
Notacionalmente p € f(A) & (3x € A)(f(x) = p).

6.6.2 PROPOSICION. Sean f:X——>Y una funcion, Ac XABC X. Las
siguientes proposiciones son verdaderas

(a) f(AUB) = f(A)U f(B)

() f(LANB) C f(A) N f(B)

DEMOSTRACION. Usando tipo de demostracion directa tenemos:
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(a)pe f(AUB) < (3z € AUB)(f(z) =p) = (Bz)(z € AUBA f(z) =p) &

< (Jr)((z € AVe e B)A f(z) =p) & (F)(z € AN f(z) =p) V (z € BA f(z) = p))
& (pef(A)vpe f(B) & pe f(AU[f(B)
b)pe f(ANB) < (Fz)(r € ANBA f(x) =p)

entonces

(Jz)(z € ANz € BA f(x) =Dp)
entonces

(Fz)([x € AN f(z) =p]A[x € BA f(z) = p])
entonces

p€ f(A)Ape€ f(B)
de donde

p € f(A)N f(B)

O

La igualdad de (b) no se tiene en general como lo podemos apreciar en el
siguiente ejemplo

EJEMPLO. Sea X = {xvyaz:aa b,C, €, fag}i Y = {05757 e Avﬁ}’ A= {maymg}’
B ={a,b,c,g} y consideremos la funcion dada por

f: X Y
X
y
Z B
a
b
c Y
e
f A
g

€

tenemos f(A) ={a, B}, f(B) ={A, 6,8}, f(A)Nf(B) ={a,8},ANB = {g}
y f(ANB)={a}, de aqui tenemos

f(ANB) ={a} C{a, 5} = f(A) N f(B)

6.6.3 DEFINICION: Sean f: X——Y y D CY; se llama imdgen reciproca de
D por f al conjunto

(D) ={z € X/f(z) € D}

En el lenguaje de la teoria de conjuntos tenemos
pe f(D)e f(p)eD

EJEMPLO. Sea la funcion
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f: X—Y

entonces f1{b,c,d}) =1{1,3,4,5}, f1({d}) =@, f'({c}) ={4,5}. Es
evidente que f (V) = X.

6.6.4 PROPOSICION. Sea f : X——Y una funcion C CY y D C Y entonces
f(CuD)=f1C)u f (D).

DEMOSTRACION. Sea z € f1{(CUD) <« f(x)eCUD = f(z)eC V f(z) €D
srefYC)vze fYD)exe fH(C)Uf D).
O

6.6.5 PROPOSICION. Sea f: X——Y una funcién y sea A C X. Entonces
tenemos

(a) fM(f(A) 2 4

(b)Si f es uno a uno, f1(f(A) C A

DEMOSTRACION. (a) Sea = € A entonces f(z) € f(A) usando la definicion de
imagenes reciprocas se tiene x € f71(f(A))
(b) Sea x € f~1(f(A)) entonces f(x) € f(A) teniéndose que

(@zgAd v (f)zed
Veamos que («) es falsa, en esta forma (3) es verdadera y quedara la
proposicion demostrada.
Si z ¢ A, como y= f(z) € f(A) debera existir por definicion de f(A), un
elemento 2’ € Atal que f(2') =y € f(A) entonces f(z) = f(z') y x # 2’ esto
implica que f no es uno a uno lo cual esta contra la hipdtesis de que f es
uno a uno
O

6.7 EJERCICIOS
(1) Hallar las funciones inversas de

(a) §R—) % (b) %—) §R+ (C) §R+ —> §R+
T — 3 x — 27 x — 2
(2) Demuestre que si f es uno a uno entonces f(A)N f(B) C f(AN B) con
lo cual la parte (b) de 6.6.2 se tendria f(A)N f(B) = f(AN B)

(3) Demuestre que f1(CND)=f1C)n f1(D)
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(4) Sea f: X—>Y ysea D CY. Demuestre que

(a) f(f 1(D)) € D

(b)Si f es sobre f(fY(D)) =D
(5) Pruebe que una restriccion de una funcion f: A—— B se puede definir
simplemente como una funcién g: C—— D talque gC fy D C B
Nota: g f significa  que (x,y) € g= (x,y) € f es decir,
Vz € Dom(g)(g(x) = f(z))
(6) (a) Si A es un conjunto con diez elementos y B un Unico elemento,
halle todas las funciones de Aen B.
(b) Halle todas las funciones de un conjunto A con tres elementos, en
otro con dos elementos.
(c) Halle todas las funciones de un conjunto A con cuatro elementos en
otro B con dos elementos.
(d) Podria hallar una férmula para calcular el numero de funciones de un
conjunto A con n elementos en otro B con m elementos.  Podria
justificar dicha férmula?
(7) Dada la funciéon f(x) = 22 + 2z — 8 de R en R,
(a) Halle su recorrido.
(b) Restrinja el codominio de f para obtener una funcién sobreyectiva.
(¢) Sin variar el codominio de la funcién en (b), halle una restriccion
biyectiva que sea continua.
(d)Halle grafica y algebraicamente la funcion inversa de la restriccion
hallada en (¢).
(8) Si f:A—B 'y g:C——>D son biyecciones, demuestre que la
funcion inversade go fes f~log'.
(9)Sean f:A—— B biyectiva, f~! su inversa y N un subconjunto de B.
Pruebe que la imagen reciproca f~! es igual a la imagen directa de N por
medio de la funcién inversa f~!.

§ 7. LEYES DE COMPOSICION INTERNA (OPERACIONES)

7.1 DEFINICION: Sea F un conjunto. Una funcién 7" de £ x E en E
T:-EXE—>F

se llama una /ey de composicion interna definida en toda parte de £ 6

una operacién binaria definida en todo E.

En adelante, siempre que digamos ley de composicion definida en E, se

entendera definida en toda parte de E. Se acostumbra notar 7T'(z,y)en la

forma zTy.

EJEMPLOS 1. Una ley de composicion interna es la suma de numeros
naturales
+ NxN—> N

(m,n) — +(m,n) =m+n
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es decir,
+ ={((m,n),m+mn)/m e NAn € N}

2. La suma comun y corriente de nimeros reales

+ R XF—> R
(z,y) = (z,y) =2 +y
es claramente una ley de composicion interna en R.

Notese que los ejemplos (1) y (2) son diferentes, aun cuando se notan las
funciones con el mismo signo.

3. Sea E = {a,b} consideremos T = {((a,a),a),((a,b),b), ((b,a),a), ((b,b),a)}
se obtiene que T es una ley de composicidon interna en E; también se
acostumbra escribir en la forma

al'a=a, alTb=0b, bTa=a y blb=a

0 en un cuadrado de la forma

Tlalb
al|lalb
b |a

Asi si se quiere hallar 2Ty, debera tomarse x sobre la primera columna de
la izquierda'y y sobre la primera fila y el resultado esta en el cruce de la
fila con la columna correspondiente.

4. Sea FE el conjunto de todas las proposiciones. Decimos que dos
proposiciones son iguales, si son equivalentes, es decir p = ¢ significa p
es verdadera si y sélo si g es verdadera.

Entonces AN : EX F—> F (la conjuncién entre proposiciones)
(p,q) —pAg
es una ley de composicion interna en E.

5. Sea £ como en el ejemplo 4. la implicacion de dos proposiciones

= ExFEF—F
(p,q) = p=gq
es una ley de composicién interna.

6. Sea X un conjunto y denotemos con P(X) al conjunto formado con
todos los subconjuntos de X, también llamado partes de X. La reunidn es
una ley de composicién interna definida en P(X)
U :P(X) x P(X)—> P(X)
(A,B) — AUB
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7. R XR—> R, la exponenciacion definida en los
(z,y) — zxy =Y

numeros reales positivos es una ley de composicion interna definida en

toda parte de 3. Si en lugar de ., se toma i, no se tendria definida una

ley de composicidon definida en toda parte de ® ya que zzno es real

cuando z < 0.

8. Sea X un conjunto no vacio. Sea § el conjunto de todas las funciones
de Xen X (F={f/f: X—>X})
0o :FgXF—F
(fr9)— fog
la composicion usual entre funciones, es una ley de composicion interna
en §.

7.1.2 EJERCICIOS

(1) Sea R el conjunto de los numeros reales
— RxR—>R

(z,y) = z—y
la diferencia entre numeros reales, se pregunta jes — una ley de
composicion interna definida en toda parte de R?

(2) Sea E un conjunto cualquieray a € E. ; Son

1l ExE—>FE , T:ExE—E
(zy) mxly==x (z,y) — 2Ty =«

leyes de composicion definidas en toda parte de £ ?

(3) Consideremos + : R xR— R la divisiéon en R entonces —+
(z,y) —z+y

no es una ley de composicion interna definida en toda parte de & ;por
qué?

7.2 CLASES DE LEYES DE COMPOSICION

(a) Una ley de composicion T : Ex E——>FE se llama asociativa si y solo
Si
(Va € E)(Yb € E)(Ve € E)((aTb)Tc = aT(bTc))

Se puede probar facilmente que las leyes de composiciéon dadas en los
ejemplos (1),(2),(3),(4),(6)y (8) anteriores son leyes asociativas. Asi para
(8), tenemos

((feg)oh)(z)=(fog)(h(z)) = f(g9(x)), Vo e X

(folgoh))(@)=f((goh)(z)) = f(g(h(z)) VreX
Como coinciden en todos los puntos de X se tiene

(fog)o =fo(goh)

Las leyes de los ejemplos (5) y (7) no son asociativas, puesto que
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(p=q)=r]#[p=(a=71)]
puesto que si se toman proposiciones p,q,r todas falsas entonces
(p = q) = r resulta falsa pero p = (¢ = r) es verdadera.
Ahora en (7) se tiene

(2%3)%2 = (23)7 £ 208") = 2«(342)

(b) Una ley de composicion T se llama conmutativa si

(Ve € E)(Vy € E)(2Ty = yT'x)
Las operaciones binarias de los ejemplos (1),(2),(4) y (6) anteriores son
conmutativas, mientras que (3),(5), (7), (8) no son conmutativas. Asi en (3)
alTb="b+# a=>bTa, en (5) p=q # q= p en muchos casos, en (7)2% #3? y
en (8) fog# go fen general

(c) Una ley de composicion binaria 7" en E se llama modulativa si existe
e € E tal que

(Vo € E)(eTx = xTe = x)
e es llamado el médulo de T.

EJEMPLOS. (1) «+ : R xR—> R el producto de numeros reales es
(@,y) = x-y
modulativo pues, (Vz e R)(z-1=1 -2 =)

(2) Si suponemos que cero es un numero natural entonces la suma de
numeros naturales es modulativa pues; (Vvn e N)(0+n=n+0=n)

(3) Para la suma entre numeros reales el cero también es el modulo; en el
cunjunto P(X) partes de X el conjunto vacio es el modulo para la union
de conjuntos pues, (VA e P(X))(AUP=dUA=A); en el conjunto § de
todas las funciones definidas sobre un conjunto X la aplicacion idéntica
de X, 6 la diagonal de X es el modulo para la composicién de funciones
pues, (Vf€F)(foAx=Axof=f)

Claramente los ejemplos (3),(4) y (5) de la seccion 7.1 no son modulativos
lo mismo que (7) ya que 1% # X' = X.

(d) Una operacion T en E modulativa, se llama /nvertiva si
(Ve € E)(32' € E) (T2’ = 2'Tx = e)
donde e es el médulo de E para 7.

EJEMPLOS. (1) El ejemplo (1) del numeral 7.1 no es invertiva ya que no
existe un numero natural z’tal que 5+2' =2’ +5=0

(2) De la misma seccion el ejemplo (2) es una ley invertiva; el ejemplo (6)
es de wuna ley modulativa pero no es invertiva puesto que
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(VAeP(X))(AUP=PUA=A), pero dado A # ® no existe un conjunto
A talque AUA =A UA=dyaque AUA D A#d.

(3) La ley de composicion dada en el ejemplo 8 de la seccién 7.1 no es
invertiva, pues si f: X——> X es una funcidn que no es ni uno a uno ni
sobre, no existe f’ tal que fof' = f'of=Ax. Sin embargo en este
conjunto se habla con frecuencia de funciones invertibles a la derecha 6 a
la izquierda. Ahora si se toma 9t como el conjunto de las funciones de X
en X que son uno a uno y sobre 6 sea de las biyecciones entonces

o M X M—>IMMN
(f,9)— fog

es una ley de composicion invertible.
7.3 EJERCICIOS.

(1) Sea S = {par, impar} y definamos en S una adicion asi:
SxS§—>F
(par, par) — par + par = par
(par,impar) — par + impar = impar
(impar, par) — impar + par = impar
(impar, impar) — impar + impar = par

¢Es una operacion eta adicion? ; en caso de serlo es modulativa e
invertiva?
(2) ¢Es la operacion resta entre numeros reales modulativa e invertiva?.
(3) Busque dos ejemplos mas de operaciones no conmutativas y dos de
operaciones modulativas no invertivas.
(4) (a) En un conjunto de dos elementos, defina una operacion asociativa
y ho conmutativa.
(b) ¢Conoce una operacion asociativa y no conmutativa definida en un
conjunto infinito?.
(5) Definamos a®b=(a+b)+ (a-b) siendo a y b numeros reales
cualesquiera; demostrar que
(a) ® es una operacion
b) © es conmutativa
c) © es asociativa
d) ¢Bajo qué condiciones ® es modulativa?
e)¢Es @ invertiva?
Nota: ® es llamada adiplicacion.
(6) Pruebe que para una operacion modulativa, el médulo es unico
(7) Demuestre que si * es invertiva en S, entonces para un elemento
cualquiera, su inverso es unico.

(
(
(
(
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§8. CONCEPTO DE GRUPO

8.1 DEFINICION. Sea G un conjunto en el cual se ha definido una ley de
composicion interna 7. G se llama un grupo para T, 6 la dupla (G,T) se
llama un grupo, si T es una ley de composicidon que es asociativa,
modulativa e invertiva. Si ademas T es conmutativa, G se llama un grupo
abeliano o conmutativo.

EJEMPLOS (1) (R, +), es decir, los numeros reales con la suma son un
grupo abeliano.

(2) (® — {0}, -) es un grupo abeliano, pues los axiomas de ® afirman que
(Vae R —{0})(Vbe R —{0})(Ve e R—{0})((a-b)-c=a-(b-c))
VaeR—-{0})(1-a=a-1=aqa)

(VaeR—{0})(Fa' eR—{0})(a-a' =d -a=1)
VaeR—-{0})(VbeR—-{0})(a-b=b"-a)

(3) Sea M={f:X—X/fesunoaunoysobre} donde X #Q,
consideremos

o IMXxIM—>IMN

(f,9)— fog

como ley de composicion en 9. Entonces (M, o) es un grupo no
abeliano. Ya demostramos que la composicion de funciones cualesquiera
es asociativa, luego en particular en este caso se tiene la asociatividad.
Como Ax es uno a uno y sobre, Ay € 9, entonces se tiene que la
composiciéon es modulativa y también es invertiva.

(4) Sea G =7/(2) = Z/ pares = {C), i} y considere la tabla

+]0|1
0]0]1
i]11]0

la cual define en Z/(2) una operacion, asociativa, modulativa ( 0 es el
modulo), invertiva (0+0 =0 A1 +1=0) y conmutativa, Luego (Z/(2), +)
es un grupo abeliano.

(5) Consideremos el plano euclidiano y en él un punto fijo P; podemos
rotar alrededor de P el plano un angulo ¢
—360° < ¢ < 360°
0 mejor
-2 < <27

se mide en radianes. ¢ es considerado positivo cuando se rota en el
sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj, y negativo en el
otro sentido. Una rotacion del plano en un angulo ¢ lo denotaremos R,y



J. Dario Sanchez H. MATEMATICA BASICA 38

es en realidad una aplicaciéon del plano en si mismo, mas adn es una
funcién uno a uno del plano sobre si mismo. Sea

G ={R,/R,es una rotacion del plano}
Definimos en G la operacion

o :GxG—dd
(Rwa) = Ryo Ry = Rpiy

Sabemos ya que o es asociativa, ademas tomando R, como modulo la ley
es modulativa y como

R,oR ,=Ry=R ,0R, VR,
se sigue que la ley es invertiva. Claramente es conmutativa, luego (G, o)
es un grupo abeliano.

(6) Sea ] un plano euclidiano con un sistema de coordenadas
cartesianas. Sabemos que un punto P se determina dando sus
coordenadas (z,y). ldentifiquemos entonces P con sus coordenadas
(z,y). Definimos una funcion
H,: [J—>11
asi
Hi((z,y)) = (t,ty) t#0
Teniéndose que H; es uno a uno, ya que
Hi((x,y)) = Hi((z1,11)) < (tz, ty) = (tr1,tyr) & to = toy ANty =ty
como t # 0 podemos simplificar para obtener
r=x1ANy=uy < (z,y) = (z1,41)
H, es sobre; puesto que dado (z,y) € [] entonces (£,%) € ] y se tiene que
Ht(%a %) = (xvy)
Sea ahora H = {Ht : H—)H/t eER— {0}} y definimos en H la siguiente

ley de composicion

o: Hx H—H
(Ht7H8) = Ht OHS = Hts

entonces resulta que o es asociativa y conmutativa en H, como se
prueba facilmente. Ademas H; es el médulo y
H,oH, = H; VH,
t
luego la ley es invertiva. Asi (H, o) es un grupo abeliano llamado de las
homotecias del plano.

(7) Sea J] un plano euclidiano, si (z,y) €[] Y a,b € R definimos la
aplicacion 7, ,:;[[— I como sigue:

Ta.,b((xv y)) = (CL +z, b+ y)
Es facil ver que 7,;,es uno a uno y sobre. Considérese

P ={T.T—11/abe R}
al conjunto de todas las posibles T, ,, y definamos en P la siguiente ley
de composicion
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o xP—
(Ta,ba Tc,d) = Ta?b o Tc,d - Ta+c,b+d

la cual resulta asociativa y conmutativa en 8 como facilmente se puede
verificar, Ty, es el modulo, ademas como

Ta,b o T—a,—b = TO,O vT’a,b
entonces la ley es también inversible, asi {(3,0) es un grupo abeliano
llamado el grupo de las trans/aciones.

8.2 EJERCICIOS

(1). Demuestre que H, o H; = Hy, donde H, se define como en el ejemplo
(6) de la anterior seccion.
(2) Dé una interpretacion geométrica a los efectos producidos en el plano
por las homotecias y las translaciones.
(3) En el conjunto cociente Z/(k)={0,1,2,...,k—1} definimos una
relacion muy especial dada por

L) (k) x L] (k) —>Z] (k)

(@,b) —a+b

Demuestre que esta relacion es una ley de composicion en Z/(k) y que
esta operacion hace de Z/(k) un grupo conmutativo.
NOTA. Este ejercicio es una generalizacion del ejemplo (4) de la seccién
anterior, donde se ha definido una operacion analoga en el conjunto
cociente Z/(2).
(4) Pruebe que el conjunto E es el modulo de la operacion "n" definida
en P(E)={N/N C E} pero que ningun subconjunto propio de E tiene
inverso para ella. jEs "N " cancelativa?.
(5) Demuestre que (P(E), U)no es grupo. jEs la unién cancelativa?
(6) Defina una nueva operacién entre subconjuntos de E llamada la
diferencia simétrica:

AAB={x € E/x € AV x € B}.
Teniéndose en cuenta la tabla de verdad del exclusivo (8§1) y la
tautologia (pV q) Vr < pV (qV r) (verifiquelo prlmero), pruebe que:
(a) (AAB)AC = AA(BAC)
(8) AAB=(A—-B)U(B - A)
(c) La diferencia simétrica es modulativa, dando el moddulo
explicitamente.
(d)"A" es invertiva en P(E).
(e) (P(E),A)es un grupo conmutativo.
(f) La interseccidn es distributiva con respecto a la diferencia simétrica.
(9) ¢ La operacidon a>b=a-b+a entre numeros reales es asociativa?
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§9. LOS NUMEROS REALES

9.1 En épocas pasadas bastaban al hombre, para sus necesidades
referentes a conteos y mediciones, los llamados numeros naturales
1,2,.... En cambio hoy en dia no es demasiado exigir que un estudiante
de secundaria esté acostumbrado a manejar numeros como,
-/

0,1, 2,13, — 3, — 31,42, — 1T 2 7, (\/5) \/_,e,...etc,

los cuales manejan en calculadoras y computadores, y que son llamados
"numeros reales", aunque, por otra parte, no se sepa qué son en ultima
instancia; es decir, que nunca se haya o lo hayan enfrentado con la
pregunta ;qué es un numero real? . En lo que sigue se usaran sin
comentario previo, algunos de los hechos mas elementales relativos a
estos numeros; entre ellos su representacion geométrica por medio de
los puntos de una recta

| | | | | | | | | [ | | |
I [ | I [ | [ [ [ [T | [ | [

o
5 4 3 2 41 0 1WZ2 3 4 5 6 7..

a cada punto de dicha recta ("recta real", 6, "recta numérica") le
corresponde un numero, y sélo uno, y a cada nimero un punto, y solo
uno, de la recta. En todo caso, y con el objeto de representar los
conceptos, se enunciaran a continuacion las propiedades caracteristicas
de lo nimeros reales, los cuales se llamaran en adelante, salvo que se
advierta lo contrario, simplemente numeros.

El filésofo griego Pitdgoras (hacia el 600 a.C.) sabia ya que la razén r = ¢
entre la longitud de la diagonal de un cuadrado (d) y la longitud [de su
lado, satisface la igualdad

2=l =12+ (1)
Asi pues, razonaba él: existe un "nimero" r tal que »> =1+1=2.. Pero
por otra parte, Pitagoras reconocid que r no podia representarse como un

cociente » = ¢ de enteros. En efecto, tomando a y b primos entre si
(4)" =2 = a? = 2

Mas aun, descomponiendo a en factores primos, resulta que a?> es
divisible por 2 un numero par de veces (es decir, a = 2k) y por lo analogo
2 dividird a 202 un numero impar de veces (es decir, 2b%> = (2k)* o sea
4k? = 2b® < 2k*> = b*> de donde b=2m) Yy a no seria primo relativo con b.
Luego a? = 2b®> es imposible para a y b enteros. Unicamente podemos
solucionar este "dilema de Pitagoras" introduciendo los numeros
irracionales. nimeros que no son cociente de enteros.

Razonamientos analogos demuestran que la razén /3 entre la longitud

de la diagonal de un cubo C vy la longitud de su arista.
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Estos resultados son casos particulares del siguiente teorema mucho mas
general:

9.2 TEOREMA. Sea p(z) = 2" + ;2" ' +--- + a, un polinomio con su primer
coeficiente igual a 1 y los demas aq,as,...,a, enteros. Si la ecuacién
p(x) =0 tiene raices racionales, éstas son numeros enteros.

DEMOSTRACION. Supongamos que p(z) =0 para alguna fraccion z = ¢.
Dividiendo a y b por su m.c.d (madximo comun divisor) puede expresarse x

como cociente z = ; de dos enteros r,I primos entre si. Sustituyendo este
valor en p(z) y quitando denominadores

0=10"p(%) ="+ arr" N+ axr" 2 + - + a,l”
luego

r" = —aqr - —ayl”

de donde I divide a r". Esto exige que cualquier factor primo de [ divide a
r™ y por lo tanto a r. Pero r y [ no tienen divisores comunes, y por lo
tanto /= £1, y la fraccion dada = = {5 = & es un ndmero entero, lo
cual queriamos demostrar.
O

n—ll_ .

Para probar la irracionalidad de /28, por ejemplo fundandonos en el
teorema 9.2, procedemos como sigue: Si |z| > 6, entonces x> —28 >0, v,
si || < 5, entonces x? — 28 < 0; luego ningln entero puede ser solucién de
2?2 —28 =0, y por el teorema 9.2 la solucién de z2 = 28, que es /28 no
puede ser racional.

Otros numeros irracionales son «, e y muchos otros.

Es de notar que la mayoria de los nimeros reales son irracionales e
incluso, a diferencia de /2, no pueden satisfacer ninguna ecuacion
algebraica. Este resultado que hemos ampliado, nos indica ya que para
contestar a la pregunta ;qué es un numero real? necesitamos utilizar
ideas enteramente nuevas.

La naturaleza de estas ideas y la relacion entre los niumeros reales y los
racionales seran examinadas parcialmente en los paragrafos que siguen.
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9.3 METODO GEOMETRICO Y EXPANSION DECIMAL

Los griegos de la época clasica usaron un método geométrico de
aproximacion para el calculo de los numeros reales. Para ellos, un
numero era simplemente una razon (a:b) entre dos segmentos
rectilineos @ y b. En consecuencia, dieron construcciones geométricas
para establecer la igualdad entre razones, asi como para la adicion,
sustraciéon, multiplicacion y divisién de razones. De este modo las leyes
del algebra aparecen como teoremas geomeétricos.
La versién griega de la nocién de igualdad entre niumeros racionales vy
reales se basaba en una condiciéon debida a Eudoxio, que especificaba
cuando eran iguales dos razones. Esta condicion se hacia depender de las
posibilidades de formar geométricamente los multiplos enteros m-a de
un segmento dado a y comparar geométricamente las longitudes de los
dos segmentos. Se estipulaba que (a:b) = (c:d) cuando, para todo par
de enteros positivos my n
Si ma > nb, también mc > nd, si ma < nb, también mc < nd (2)
Algebraicamente, ma > nb significa que ¢ >  suponiendo siempre que b
y m sean positivos. Entonces (2) puede leerse asi:
% =<, cuando cualquier ndmero racional  que sea mayor que { es
también mayor que §.
La validez de la condicion (2) de Eudoxio expresa, evidentemente, la
circunstancia de que dos numeros reales positivos (a:b) y (c:d) son
diferentes si y solo si existe algun numero racional mayor que uno de
ellos y menor que el otro. También su condicion para (a:b) < (c: d)tiene
el mismo fundamento y es el siguiente:

ra < 1b y rc <ld, para enteros convenientes ry [ (3)
El estudio geométrico de los numeros reales es ya desacostumbrado. En
la actualidad se les estudia aritméticamente, mediante aproximaciones
racionales, en expanciéon decimal (un decimal es, como se sabe, un
nimero racional cuyo denominador es potencia de diez (10)). Por
ejemplo, el irracional /2 se reemplaza en la practica por las
aproximaciones sucesivas

1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, ... (4)
El nUmero 7= es aproximado analogamente, por los decimales
dy = 3.1,dy = 3.14,ds = 3.141,d, = 3.1415, ds = 3.14159, ... (5)

y asi sucesivamente.
9.4 PROPIEDADES ALGEBRAICAS

Para cada par (z,y) de numeros esta definido un ndmero (y uno sélo)
designado = +y, que es la suma de z con y, y un nidmero (y uno sélo)
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designado por zy que es su producto. La operacion que al par (z,y) le
hace corresponder en numero z + y (repectivamente zy) se llama adicion
(respectivamente multiplicacion) y se tienen los siguientes axiomas
A.1 La adicion y la multiplicacion son asociativas, es decir para
cualesquiera numeros z,y,z, se cumple
e+ (y+z)=(+y) +=
z(yz) = (zy)2
A.2 Los numeros 0 y 1 (0#1)son modulos para la adicion y la
multiplicacion respectivamente, en el sentido siguente
r+0=04+x=2, VereR
r-1=1-z==z, VreR
A.3 Dado un numero z, existe un numero z/, y uno sélo, tal que
z+2 =2 +x=0. Este 2/ se llama el opuesto de z y se designa por — z.
Analogamente dado = un numero tal que x # 0, existe un numero z”, vy
uno sélo, tal que zx” = 2"z = 1. Este z” es el inverso de z y se le denota
por z .
A.4 La adiciéon y la multiplicacién son conmutativas, es decir
rt+y=y+wzx, TY = Yyx
para todo niumero x y todo numero y.
A.5 La adicién es distributiva con respecto a la multiplicacion, esto es,
x(y+2) =ay+xz
cualesquiera que sean los numeros z,y, 2
A.6 El numero 1 es diferente al numero 0.
A7 Sia=byc=d entonces a+c=>b+d, ac = bd.

9.4.1 TEOREMA. a -0 =0 para todo numero a

PRUEBA. 1=1+0, entoncesa-1=a(l1+0)deA.2yA.5
a=a-1+a-0 & a=a+a-0 aplicando A.7
(—a)+a=(—a)+(a+a-0) de A.3yA.1 tenemos
0=[(—a)+a]+a-0 deA.3
0=0+a-0 de A.2 se tiene finalmente
0=a-0

O

9.4.2 TEOREMA. Si ab = 0, entonces a = 0,0, b = 0.

PRUEBA. Supongamos que a # 0, entonces existe a~' por lo tanto
atab)=a1-0=0
pero
at(ab) = (ala)b=1-b=10
por lo tanto
b=20
O
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9.4.3 TEOREMA. El 0 no tiene inverso. Esto es, no hay un numero real z tal
que 0.z =1.

PRUEBA. Conocemos por 9.4.1 que 0-z = 0. Si tenemos 0 -z = 1 para algun
z, tendriamos que 0=1,y , 0#1 por el axioma A.6, esto es una
contradiccion.

O

9.4.4 TEOREMA. (Ley cancelativa de la adicion) Si a+b=a+ c entonces
b=c.

PRUEBA. Si a+b=a+c, entonces (—a)+ (a+b)=(—a)+ (a+c), usando
el axioma A.1 tenemos [(—a)+a]l+b=[(—a)+a]+c pero de A3 se
recibe 0+ b =0+ c finalmente de A.2 se tiene b = c.

O

9.4.5 TEOREMA. (Ley cancelativa de la multiplicacion) Si ab = acy a #0
entonces b =c

PRUEBA. Si ab = ac Y a # 0, entonces a tiene inverso a~!. Por lo tanto de A.7
se tiene

a~t(ab) = a (ac)
por A.1 tenemos

(a™ta)b = (a ta)c
usando A.3

1-b=1-¢
por A.2 se llega a

b=c.

O

9.4.6 TEOREMA. Para cualquier numero a se tiene — (—a) = a.

PRUEBA. Por definicién del opuesto, el numero — (—a) es un numero z tal
que

(—a)+z=z+(—a)=0
Para a por el axioma A.3 se tiene que

(—a)+a=a+(—a)=0
luego el nimero — .a tiene dos opuestos aditivos a saber = y a, pero el
axioma A.3 garantiza que

a=z= —(—a).

Para mayor seguridad se puede demostrar la unicidad del opuesto
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LEMA. El opuesto aditivo es Unico.
En efecto, sea a un numero por el axioma A.3 existe o tal que
a+a =da +a=0. Supongamos que hay otro " tal que
a+a"=d +a=0, resulta entonces que

ad=0+d=(("+a)+d =d"+(a+d)=ad"+0=4d".
O

9.4.7 TEOREMA. Para cualesquiera numeros a y b se tiene que
(—a)b = — (ab).

PRUEBA. Basta probar que
(—a)b+ab=ab+ (—a)b=0
puesto que en esta forma se tiene que ( —a)b es el opuesto aditivo de ab
y segun el lema anterior ( —a)b = — (ab).
Ahora por el axioma A.5 tenemos
(—a)b+ab=[(—a)+alb
por el axioma A.3 se tiene
(—a)b+ab=0-b=0.
O

9.4.8 TEOREMA. ( — a)( — b) = ab cualesquiera sean los numeros ayb.

PRUEBA. (—a)(—=b)= —[a(—b)] ¢porqué? _________
= —[(—b)a] ¢porqué? _________
= —[—(ab)] ¢porqué? _________
=ba=ab  iporqué?

O

9.4.9 TEOREMA. Si a y b son numeros diferentes de cero cualesquiera,
entonces (ab) ' =a b,

PRUEBA. Debemos mostrar que
(ab)(a b7t =1

ahora

(ab)(a™'b~") = afb(a™'d7")] = a[b(b~'a™")]

=a[(bbV)a ] =all-all=aa ! =1
como el inverso multiplicativo de (ab) es (ab)”' y por la unicidad del
inverso se tiene la igualdad.
Para mayor claridad mostemos que el inverso multiplicativo también es
Unico; sabemos que para a#0 existe o tal que ad =da=1,
supongamos ahora que existe otro numero o” tal que ad’ =d’a=1
tenemos entonces

CLN — 1 . a// — (a/a)a// — a/(aa//) — a/

1=4d.
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d

9.4.10 TEOREMA. Para cualesquiera numeros a y b se tiene
—(a+b)=(—a)+ (=)

PRUEBA. Nos basta con probar que
(a+b)+[(—a)+(=0b)]=0
En efecto; (a+b)+[(—a)+(=b)]=a+b+[(—a)+ (—0)])
=a+ b+ [(-b)+(-a))=a+ ([ (=0)]+(—a))
- =a+(0+(—a)=a+(—a)=

9.4.11 EJERCICIOS.

Pruebe cada una de las siguientes igualdades aclarando los axiomas y
resultado usados
(1) o(—a) = — (ab)
2)(—a)(—0b)=1ba
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13) Analice todas las demostraciones de los teoremas 9.4.1 a 9.4.10 y

9.5 PROPIEDADES DE ORDEN

Existe en los numeros una relaciéon > (es mayor que ) que establece un
orden entre los niumeros y que esta regida por los siguientes axiomas
llamados de orden
O.1 Dados dos numeros reales z,y cualesquiera, se cumple una y una
sola de las tres alternativas siguientes:

T >y, =y, y>x
0.2 Siz>y,y asuvez y > z, entonces z= > z.
OA.1 Si z > y entonces z + z > y + z, para todo numero .
OA.2 Si >0,y,y >0, entonces zy > 0.
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Estos ultimos axiomas relacionan las propiedades algebraicas con el
orden.

En lugar de " z >y, 6, v =" se escribe =z >y. Se acostumbra también
escribiry<z,y,y <z enlugarde z >y, A,z > 1.

9.5.1 TEOREMA. Cualesquiera dos desigualdades pueden ser adicionadas.
Estoes,sib>ayd>c entoncesb+d >a+c

PRUEBA. Por OA.1 se tiene
b+c>a+cANb+d>b+cesb+d>b+ce, N\,b+cec>a+c
entonces por O.2 se tendra
b+d>a+c.
O

9.5.2 TEOREMA. b >a siysblosib—a >0

PRUEBA. Si b > a, entonces por OA.1 se tiene b—a > a—a. Por lo tanto
b—a>0.

Inversamente si b — a > 0, entonces (b —a) +a >0+ a de donde b > a.

O

9.5.3 TEOREMA. Una desigualdad es preservada si multiplicamos ambos
miembros, por el mismo nimero positivo. Esto es

a>bANc>0, =ac>bc
PRUEBA. Puesto que a > b, tenemos a —b > 0. Por lo tanto usando OA.2
tenemos c(a—b) >0 y por A.5 tenemos ca —cb > 0, usando el teorema
9.5.2 tenemos ac > be.
O
9.5.4 TEOREMA. Si a > Oentonces —a < 0.

PRUEBA. Si a > 0 entonces a —a > 0 —a(por OA.1). Asi0 > —a& —a<0
O

9.5.5 TEOREMA. Si 0 > a, entonces —a > 0.

PRUEBA. Si 0 > a, entonces 0 —a > 0 (por 9.5.2) & —a > 0.
O

9.5.6 TEOREMA. Si b > ay 0 > ¢ entonces ac > bc.
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PRUEBA. Si b >a entonces b—a >0, y por otro lado si 0> ¢, entonces
—¢>0. Por lo tanto (—¢)(b—a) >0« ac—bec >0 por el teorema 9.5.2
ac > be.

O

9.5.7 EJERCICIOS.

(1) Ordene de menor a mayor los racionales siguientes
1 2 2 3 3 6 4

20 3" 5 70 40 70 5
(2) Determine sobre una recta numérica los puntos de coordenadas
~3,v/3, V5, 1, —/6,0.3,2¢/2.
(3) Pruebe que no es posible tener z <y Ay<axz para dos reales
cualesquiera.
(4) Haga ver que r<ys(r<yVz=y).
(5) Pruebe que (x<yANy<z)=z=y.
(6) Establezca las propiedades analogas a OA.1 y al teorema 9.5.1
anteriores dadas para la relaciéon " <".
(7) Demuestre que si z > 0y z es tal que zz = 1, entonces z > 0.
(8) Pruebe que sia <bAc>0, entonces % <
;Qué ocurrira si ¢ < 0?
(9) Demuestre que si 0 < a < b, entonces 0 < ; < 1.
(10) Defina y represente graficamente los intervalos semiabiertos (a,b] y
[a,b).
Aqui; (a,b)={zxeR/a<z<b}y (a,b]={zreR/a<z<b}
(11) ;Qué significan los intervalos (a,a), (a,b], [a,b) Yy [a,a] ?.
(12) Halle y represente graficamente los conjuntos siguientes:

oIS

(a) [072]U[276) (C)[—%,-I'OO)U(—OO,Q)
(b) [0,2]U82,6] (d) (= 00,3) N (=1, + o0)
(e) (0,3)N[2, +o0) (£)[0,2]N[2,3]

(9) [0,3]N(3,4] (h)[—1, +00)N[2,4].

(13) Represente los numeros reales sobre una recta vertical, de tal manera
gue el punto correspondiente al 1 esté por encima del correspondiente al
cero. Si a < b, ;cOMo estaran ubicados sus puntos correspondientes A y
B?

(14) ;Cémo es el producto de los dos numeros reales negativos?. ;Como
es la suma de dos niumeros negativos?. Demuestre que sus afirmaciones
son verdaderas.

(15) Demuestre que el cuadrado de un numero distinto de cero, es
estrictamente mayor que cero.
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9.6 PROPIEDAD DE COMPLECIDAD.

Como era de esperarse, esta propiedad afirma, en total acuerdo con la
intuicion, que la recta numérica no tiene huecos, que carece de
discontinuidades: que es completa. Sin embargo, como puede apreciarse
por el lenguaje usado, la propiedad en cuestion no esta descrita con
precision suficiente para ser inequivoca y aceptable. Para lograr la
anhelada precisién puede procederse de la manera siguiente:

En primer lugar una pregunta; si la recta niUmerica tuviera huecos jcomo
podrian detectarse estos?. La existencia de uno de tales huecos o cortes

A C D

automaticamente daria al conjunto de los puntos de la recta, en virtud del
orden que los afecta, una clasificacion natural: los puntos que estan
antes del corte (puntos AC) y los puntos que estan después del corte
(puntos CD). Todo punto es un AC 6 un CD ( pero no las dos cosas al
tiempo), ademas, todo punto anterior a un AC es un AC y todo punto
posterior a un CD es un CD. Por ultimo, no existiria un punto tal que todo
punto anterior a él fuera un AC y todo punto posterior a él fuera un CD,
(este elemento "seria" precisamente el que falta).

Mas formalmente se procede asi: una cortadura (A|B) es una clasificacion
de todos los numeros en dos conjuntos 0 clases Ay B de tal manera que:
(1) Hay numeros en ambas clases (es decir, que ninguna de las dos clases
es vacia)

(15) Siae Ay b€ B, entonces a < b

Dada la cortadura (A|B), como las clases A y B no son vacias existe por
lo menos un numero a € A y un numero b € B, y por la condicidn (ii) se
debe tener que a < b

> .
a b
Si un nlumero z < a, entonces como debe estar clasificado, se encontrara
en A 6 en B, pero como por (ii) no puede estar en B, entonces
necesariamente estara en A. Analogamente, todo numero mayor que b
debe pertenecer a B.

A a b B
Por otra parte, los elementos entre a« y b también deben estar
clasificados, luego las clases A, B deben tener una disposicién como la
siguiente
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A a b B
Si existe un numeroc mayor o igual que todos los de A y menor o igual
gue todos los de B, este numero ¢ se llama numero 6 punto frontera de
la cortadura (A|B).
Intuitivamente puede verse que si existiera una cortadura (A|B)sin
frontera, la recta tendria un hueco, 6 corte, es decir, no seria continua la
recta numerica.
En este caso dado un elemento a de A, siempre existiria otro elemento
a' € A tal que ¢’ > a; analogamente para B((Vb € B)(3V' € B)/b’' < b). Luego
ningun elemento de A 6 de B podria ser frontera, y como cada numero
real debe estar en A 6 en B, entonces no existiria punto frontera alguno.
La dltima propiedad de los nimeros reales asegura la inexistencia de
estos "huecos" 6 "discontinuidades" en el conjunto de los reales:

C. Toda cortadura (A|B) en el conjunto de los nimeros reales determina
un numero c que es su frontera.

Si el nUmero c perternece a la clase A, entonces A es el conjunto de todos
los niumeros menores o iguales que ¢ y entonces c¢ es el mayor de los
elementos de A 6 el "maximo" de A.

Si ¢ € B, entonces A es el conjunto de los nimeros menores que cy B es
el conjunto de los numeros mayores o iguales que ¢, siendo ¢ el menor
de los elementos de B, 6 el "minimo" de B.

Las propiedades que se acaban de enunciar caracterizan al conjunto de
los numeros reales, en el sentido siguiente: si un sistema tiene
esencialmente estas propiedades, entonces salvo notaciones usadas, este
sistema es idéntico al de los nimeros reales.

Es claro que los niumeros reales tienen muchas propiedades pero, cada
una de ellas es consecuencia estrictamente logica de los axiomas antes
enunciados. Como ejemplo consideremos el siguiente teorema conocido
como la propiedad Arquimediana de los nimeros.

9.6.2 TEOREMA. Si z e y son numeros reales positivos y si se localizan
sucesivamente z,2x,3z,4x,... entonces llega un momento en que estos
puntos sobrepasan a y, es decir, existe un numero entero n tal que
nr > y.

Este hecho, de tan grande evidencia intuitiva, puede sin embargo
demostrarse usando soélamente propiedades caracteristicas de los
numeros reales.

En efecto; si todos los multiplos z,2z,3xz,4x,... de x fueran <y, llamando
B la clase de los numeros b que son mayores 6 iguales que cada uno de
los nz entonces, si A = CB se tiene
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(i) A ¢ ® pues todos los multiplos nz estan en ella (cada uno de ellos es
menor que el siguiente). B tampoco es vacio pues por ejemplo y es un
numero que esta en esta clase.

(i) Si a € Ay b € B, entonces a es menor que algun nz y b sera mayor o
igual que este nz, luego a < b.

Como ademds es claro que todos los numeros estdn clasificados,
resultando que (A|B) es una cortadura. Si ¢ es la frontera de (A|B)
entonces todos los multiplos de z serian menores oiguales que ¢, en
particular, para todo natural n se cumpliria (n+ 1)z <c o lo que es lo
mismo, nx < ¢ — zes decir, que todos los multiplos de = serian también
menores o iguales que ¢ — x

(n+'1)x c
Luego, si k es un numero entre ¢ —z y ¢ ( por ejemplo k =c — %) siendo
mayor que todos los nz deberia estar en B y siendo menor que ¢ deberia
estar en A, pero esto no es posible porque A y B no pueden tener
elementos comunes. En consecuencia debe existir un multiplo de x mayor
que 1.
O

Como se vio hace un instante, dados dos numeros diferentes = e y, es
facil hallar ndmeros que estén entre ellos, por ejemplo z = ‘”T” tiene esta
propiedad.

Sin embargo wusando la propiedad Arquimediana (9.6.2) puede
demostrarse que entre dos numeros reales distintos = e y ( tales que
r <y por ejemplo) siempre se halla una fraccion 2 (m,nenteros con
n #0).

La idea de la demostracién es ésta: las fracciones
2 1 01 2 3

Tt n’ n’n’n’n?n’" "’
estan repartidas a igual distancia unas de otras sobre la recta, para
asegurar que una de ellas estd entre z e y basta tomar 1 <y—uz, en
efecto, como y >z entonces y—x >0 luego existe neN tal que
n(y —z) > 1 es decir L <y —u.
Si ademas m es el menor de los enteros que son mayores que nx, es decir
m>nx perom—1<nx 0 también m7_?1 < z entonces

m _ m—1 1 —
Rt <ety-r)=y
y como m > nx entonces © > z, luego

r <<y,
Nos resta preguntar jdonde se uso la propiedad Arquimediana?
O
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9.7. EJERCICIOS

1. Demostrar que si (L|U) y (L'|U’) son cortaduras en el cuerpo de los
racionales, cualquier niumero racional con una excepcién a lo mas, puede
escribirse comoz+y (r € L,ye L') ocomou+v(u e U,v e U’)

2. Demostrar que para todo ¢ > 0 existe un n bastante grande para que
107" < e.

3. A veces se define una cortadura de Dedekin en un campo ordenado F
como un par de subconjuntos L' y U’ de F tales, que cualquier elemento
de F esté siempre en L' o en U’, y tal que =z <y siempre que z €L’ e
y € U'. Por adicién y supresion de convenientes numeros particulares,
demostrar que cualquier cotadura (L'|U’) de este tipo da una cotadura
(L|U) en sentido del texto, y viceversa.

4. Si t es un elemento de un dominio ordenado D con 0 < ¢ < 1, demostrar
que s = 2 —t tienen las propiedades s > 1, st < 1.

5. Sea D un dominio ordenado "completo”. (a) Si D no es isomorfo con Z,
demostrar que D contiene un elemento ¢t con 0 <t < 1. (b) Si by ¢ son
elementos positivos cualesquiera de D, demostrar que t"b < ¢ para algun
n.

6.Demuestre que %R satisface la propiedad arquimediana: dados
y € R Az >0, existe un natural n tal que nxz > .

7. Demuestre que dado cualquier real, siempre existe un real
estrictamente mayor y otro estrictamente menor.

8. Pruebe que todo subconjunto de R no vacio y acotado inferiormente
posee inf en R.

9. Pruebe que N no es un subconjunto superiormente acotado de R.

§ 10. LOS NUMEROS NATURALES.

Se trata con seguridad del conjunto pionero en el estudio de la
matematica, pues acogiéndonos al concepto del matematico aleman
Leopoldo Kronecker nos atrevemos a decir que: "el buen Dios nos di6 los
numeros naturales; el resto ha sido obra del hombre". Hacemos a
continuacién una presentacion, de estos numeros, desde un punto de
vista axiomatico como sigue:

10.1 DEFINICION. Los numeros naturales, denotados por el simbolo N, son
un conjunto, dos de cuyos elementos son denotados con los simbolos 0y
1 (0# 1), junto con dos operaciones llamadas adicion y multiplicacion,
denotadas por + vy - respectivamente. Las siguientes propiedades
algebraicas debe satisfacer la adicion
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1A m+n=n+m paratodo meN yparatodo neN
Esta propiedad es la ley conmutativa de la adicion
2A (n+m)+p=n+(m+p) paratodo n,m, peN
3A VneN =n+0=n
4A n=m & n+1=m+1 paratodo n,m e N
5A°  neN = 0#n+1€N
Las siguientes propiedades algebraicas deben satisfacer la multiplicacion
IM nem=m-n paratodon,meN
2M n+(m+p)=(n-m)-p paratodon,m,pe N
3M neN=1-n=n
La siguiente propiedad algebraica adicional debe cumplirse
D n:(m+p =n-m+n-p paratodon,m,pec N.
Finalmente en adicion a las anteriores propiedades algebraicas, la
siguiente propiedad, que es llamada e/ principio de induccion
matemadtica, debe tenerse
Ml SiSCN, estalque 0N vy
'"neS=n+1es" en verdadera
entonces S = N.

Veamos algunos resultados que se deducen de la definicion anterior y
gue se hacen como una ilustracion

10.2 TEOREMA.Sin e Nyn-0=0entonces (n+1)-0=0

PRUEBA. (n+1)-0=0-(n+1)=0-n4+0-1=0+0=0
O

10.3 TEOREMA. Sin € Ny n # 0 entonces n =k + 1 para algun k € N

PRUEBA. Sea S = {0} U{k + 1/k € N}. S tiene las siguientes propiedades

(i) 0e{0}=0¢€esS

(i7) Supéngase que n € S. Pero, puesto que S C N, tenemos que ne Ny
ademasn+1€{k+1/keN}, porlotanton+1¢€S.

Luego S cumple las hipétesis de MI, siguiéndose que S = N. Concluimos
asi que si neN y n#0 entonces ne {k+1/keN} esto indica que
n =k + 1para algun k € N.

O

En la construccion de los numeros naturales el resultado dado por (10.3)
es utilizado como la propiedad del "sucesor", el axioma Ml es conocido
como el principio de induccion. Dada nuestra pobreza en el campo de la
l6gica matematica y el espiritu de este trabajo no nos entramos en lo
profundo del conjunto de los numeros naturales pero invitamos a
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nuestros cibernautas a que estudien el libro introduccién a la teoria de
conjuntos capitulo IV pg 153 del profesor José M. Mufioz Quevedo vy
publicado por la Universidad Nacional en 1994 donde se hallan los
numeros naturales con lujo de detalles.

10.4 EJERCICIOS

Utilice el principio de induccién para dar solucién a los problemas 1 a 3
siguientes:
1. Si S CZ tal que el cero es su primer elemento, y se n € S entonces
n+1e€ S, ;Cual es el conjunto S?
2. Si SCZ es tal que el primer elemento es — 10 y el sucesor de
cualquier elemento de S es también elemento de S. Halle el conjunto S.
3. Encuentre el subconjunto S de Z constituido precisamente por
aquellos n tales que 3" — 1 es divisible (exactamente!) por 2.
4. jCual seria el subconjunto A de Z tal que

(7) 2 es el ultimo elemento

(77') el antecesor de cualquier elemento de A esta también en A?
Nota: Si n € A, entonces a n—1 se le llama el antecesor y a n+1 el
sucesor.

§11. LOS NUMEROS ENTEROS

En el conjunto de los numeros naturales y desde un punto de vista
algebradico, se tiene la tendencia a estudiar ecuaciones de la forma mas
elemental posible como 5+2z =2, 6 problema como, dados m,n e N
hallar z tal que m + = = n. Este problema no tiene en general solucion en
N y para tratar de hallarle una solucion se procede a extender N y esta
extension es conocida como el conjunto de los nimeros enteros y es el
conjunto donde la resta 6 diferencia es una operacién y donde tenga
sentido de hablar de perdidas y ganancias o de temperaturas bajo cero o
negativas y que presentamos en una forma axiomatica en la siguiente
definicion:

11.1 DEFINICION. Sea M un conjunto que es dado por {—n/n € N}.
Entonces los numeros enteros, denotados por el simbolo Z, es el
conjunto formado por M UN, junto con dos operaciones, la adicién y la
multiplicacion denotadas + y - respectivamente, y donde las siguientes
propiedades se deben cumplir:

1. El subconjunto NCZ junto con las operaciones + y - forman el
sistema de los numeros naturales.
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2. Las operaciones + y - satisfacen las propiedes algebraicas 1A, 2A,
3A, 4A, 1M, 2M, 3M y D para los elementos tomados en Z

3. Paratodo z € Z existe —ze€Ztalque z+(—2)=(—2)+2=0

Notese que asi (Z,+) es un grupo abeliano.

11.1.2 DEFINICION. Un conjunto D es llamado un dominio de integridad
cuando entre sus elementos estan definidas dos operaciones, notadas
aditiva y multiplicativamente, con las propiedades:

DI.1. (Va € D)(Vb € D)<aafbb€€gun|'vocamente>, de modo que sean validas la

ley distributiva, las dos leyes asociativas y las dos conmutativas

DI.2 (30 € D)(31 € D)tales que 0 £ 1y ( (D 1=0))

DI.3 (Va € D), la ecuacion a + x =0 tiene solucion en D dada porz = —a
DIl.4 Se cumple la ley de simplificacién para el producto, es decir
VxeD—-[0])(a-x=b-x=a=0).

Segun esta definicién Z, el conjunto de los numeros enteros, es un
dominio de integridad.

Veamos algunos resultados destacados en Z

11.2 TEOREMA. Si a,b € Z entonces existe un Unico elemento z € Z tal que
a+x=>0.

DEMOSTRACION. La dividimos en dos partes a saber
() Sioa,b € Z, entonces a +x = bpara algun z € Z
(B)Sia,beZ,a+x=0b,y,a+y=0>,entonces x =y
(o) Supdngase a,b € Z, hay dos posibilidades
(i) Si a € N entonces z = ( —a) + b, puesto que tenemos
at+zrz=a+[(—a)+b=[a+(—a)+b=0+b=0b
(1) Si a € M, entonces a= —n para algun n e N. En este caso
tomamos z = n+ b teniéndose
a+z=(—n)+(n+b)=[(-n)+n]+b=0+b=0>
asienestecasor €Z y a+z =b.
(8)Supongamos a+x=b y a+y=0>b, donde a,b,z,y€Z entonces
a+ x = a+y. Presentandose dos casos nuevamente
(1) Si a € N, entonces obtenemos
r=0+z=[(—a)t+al+z=(—-a)+(a+z)=
=(—a)+t(at+y)=[(-a)+a+y=0+y=y
(1) Si a = —n para algun n € N, entonces
r=z+0=z+(a+n)=(x+a)+n=(a+z)+n
=(a+y)+n=w+a)+n=y+(a+n)=y+0=y
En cada caso z = y.
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d

11.3 DEFINICION. Para cada a,b € Z, se define b —a al Gnico nimero z € Z
tal que a+ 2 =b. La operacidon en Z asi definida por el simbolo — es
[lamada sustraccion.

Como los numeros enteros Z son la base de la aritmética en los
paragrafos 14, 15 y 16 destacaremos algunas otras de sus multiples
propiedades y aplicaciones.

11.3.1 EJERCICIO.

(1) Demuestre que (Z,- ) N0 s un grupo.

Demostrar utilizando el principio de induccion matematica
(2)Vn>1,1+3+5+... +(2n—1) =n?

B)Vn>1, 14+4+7+... +(3n—2) = 2l

(4) Vn>1, 5" > 1+ 4n

(5) Vn > N, 4" — 1 es divisible (exactamente) por 3.
(6) 12422+ 32 4 ... 4 p? = 2eHDEHD fyp >

(7)

(8)

a (7“"+1 71)

2 _
7 (Vnzl)(a—l—ar-l—ar +oFar’ = T) cuando r # 1.

8) Probar que las siguientes reglas valen en todo dominio de integridad:
()(a—b)+(c—d)=(a+c)—(b+d)
(it) (a—b) —(c—d)=(a+d)— (b+c)
(131) (a — b)(c — d) = (ac + bd) — (ad + bc)
(iv) (a—b)=(c—d) si,ysolosi,a+d=b+c
(9) ¢Cuales de los siguientes conjuntos de numeros son dominios de
integridad?
(a) Todos los enteros pares
(b) Todos los enteros impares
(¢) Todos los nimeros de la forma a+ay/2 con ay b nimeros
enteros
(d) Todos los nimeros reales de la forma a + b - 51, donde a y b son
numeros enteros
(¢) Todos los nimeros reales de la forma a+b- /9, donde a y b
son
numeros enteros
(f) Todos los numeros enteros positivos.
(9) Todos los numeros racionales enteros cuyo denominador sea 1
0 uha potencia de 2
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§12. NUMEROS RACIONALES

Nuevamente una propiedad algebraica nos permite la extension de los
numeros enteros al tratar de solucionar el problema:

"dados a,b € Z hallar un numero z tal que az = b".
Este problema por lo general no tiene solucidn de Z y con esta idea se
extiende el conjunto Z a uno que lo contenga y donde este problema
tenga solucién. En seguida damos una presentacion de la extension de Z
en la forma siguiente.

12.1 DEFINICION. Un cuerpo F es un conjunto en el cual se tienen
definidas dos leyes de composicion distintas, las cuales se notan con +
y - (adicién y multiplicaciéon) para las cuales (F, +) y (F,+) son grupos
abelianos y ademas

z(y+z)=xz+y+x-z paratodoz,y,z€F
Notese que si F es un cuerpo para cada a #0 existe a=! "inverso"
multiplicativo que satisface la ecuacion aa ' =a'a=1

12.2 TEOREMA. Sea F un cuerpo, la divisiéon (exepto por cero) es una
operacion en F — {0}.

PRUEBA. Basta demostrar que para todo a #0 y todo b€ F la ecuacion

ar = b tiene una unica solucion z € F

Si a # 0, entonces existe a~! € F, podemos asi construir un elemento
z=a"'b

el cual por sustitucion directa se prueba que ax = b.

Supongamos por otra parte que axr=b y ay=>, entonces ax = ay, de

aqui a '(az) = a'(ay) & (e 'a)z = (e 'a)y de donde se tiene z = y.

La solucion de axz =b es denotada Eb 6 b+a, teniéndose asi definida la

division en F. En particular ¢! = 1.

O

12.3 TEOREMA. En todo cuerpo F, los cocientes obedecen a las siguientes
leyes (en donde b #0y d # 0)

) (:7) < ad = be
2) (5) + (5) = odabe

(2) + ~ T ud

(3) (3)(5) =4

(4) (5)+ (=) =0

(5) Si (%) #0, entonces (%)(2) =1
PRUEBA. (1) (%) = (%) & ab ' =cd ™!, asi
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Reciprocamente

¢ =abt=bla=blta(dd ) =b"(ad)d ' = b (cb)d ! =
=bl(bc)d ! = (b7 'b)edt =cdt = <

(2) Sabemos que z = § e y = § son las soluciones de las ecuaciones bz = a

y dy = c. Estas ecuaciones pueden combinarse para dar

dbxr = ad, bdy = bc, bd(x +y) = ad + be
Asi pues, z £y es la Unica solucién (24£¢) de la ecuacion (bd)z = ad =+ be
(3) Como antes, las ecuaciones bx = a Ady = ¢ pueden combinarse para
dar

(bd)(zy) = (bx)(dy) = ac

de la cual sale zy = 75
(4) Sustituyendo en (2) tenemos

(5) + (= 3) = =00*) " =0
(5) Sustituyendo en (3) tenemos (%)(%)=%. Pero -2 es la Unica
solucion de la ecuacion

(ba)x = ab
Como x = 1 satisface a estd ecuacion se tendra % =1.
[l

EJEMPLO. Se sigue de los axiomas de R que R es un cuerpo.

12.4 DEFINICION. Un subcuerpo K de un cuerpo dado F es un subconjunto
de F que es asi mismo un cuerpo respecto a las operaciones de adicién y
multiplicacidon en F restingidas a K.

12.5 TEOREMA. Un subcuerpo S de un cuerpo F es un subconjunto que
contiene al cero y la unidad de F, ademas es cerrado para la adicion,
cerrado para la multiplicacion, para cada a € S se tiene que —a € S y si
a # 0 entonces a~! € S, y reciprocamente.

EJEMPLO. %(\/5) = {a+b\/§/a eR,be §R} es un subcuerpo de los
numeros reales.

12.6 CONSTRUCCION DE LOS ELEMENTOS RACIONALES

Los enteros solos no forman un cuerpo, la construccion de los nimeros
racionales a partir de los enteros como una extensién, es esencialmente
la construccion de un cuerpo que contenga a los enteros como
subconjunto. Naturalmente este cuerpo debera ademas, contener las
soluciones de todas las ecuaciones del tipo bz =a con coeficientes
enteros ay b # 0. La construccion abstracta de los "numeros racionales”
gue resuelvan estas ecuaciones se sigue, simplemente, introduciendo
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ciertos simbolos nuevos r = (a,b), a los que llamaremos pares, cada uno
de los cuales es solucidén de una ecuacion

br=a
Debemos hacer ver que estos nuevos entes puedan igualarse, sumarse y
multiplicarse, exactamente como los cocientes en un cuerpo.

12.6.1 DEFINICION. El conjunto Q de numeros racionales esta constituido
por todos los pares (a,b) de enteros a y b # 0. La igualdad entre pares se
rige por el convenio siguiente

(a,b) = (a',b) & ab' =a’b
Mientras que la suma y el producto se definen asi

(a,b) + (a',b") = (ab' + a’b, bb")

(a,b)+(a',b") = (aa’,bb")
Los resultados son siempre pares teniendo por segundo componente a
by + 0.

12.6.2 PROPIEDAD. Si (a,b) = (da’, V)
entonces se tiene
(a, b) 4+ (a”,b”) — (a/7 b/) 4 (a”,b”)

En efecto, como (a,b) = (a’,b’) entonces ab’ = a'b asi,
(Cl, b) _|_ (G,/,b,/) — (ab// + G//b,bb//)
y
(a/7b/) + (a//,b//) — (a/b// _|_ a//b/,b/b//)
ahora
(ab// + a//b)b/b// — (ab//)(b/b//) + (a//b)b/b// — b//(ab/)b// + a//(bb/)b// —
— b/l(alb)b/l _|_ a//(b/b)b// — (a/bl/)(bb//) ‘I’ (a”b’)(bb”) — (a/b// + G,,b/)(bb”)

Luego

(ab// + a//b)(b/b//) — (a/b// ‘I’ a//b/)(bb//)
de donde

(ab// + a"b,bb”) — (a/b// + a//b/,b/b//)
y se tiene

(a,b) + (a",0") = (a’,V') + (a",V").
O

Pueden probarse ahora varias leyes algebraicas para los numeros
racionales que hemos definido. Asi, en la ley distributiva se puede reducir
simultaneamente ambos miembros de la igualdad de acuerdo con la
definicion, del siguiente modo ( supongamos que r,7’' y r”” estan en Q)

r(r +1") rr’ 4+ rr’
(a,b)[(a’,b") + (a",0")]  (a,b)(a’,b') + (a,b)(a”, ")
(a,b)(a'd” 4+ "V, b'b") (aa’,bb") + (aad”,bb")

(aa'd” + aa’b', bb'b") (aa'bb” + aa’bb', bb'bb")
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Estos dos resultados dan parejas iguales, ya que el segundo resultado
difiere del primero sélo en la presencia de un factor b en todos los
términos. Pero un factor extra en un par, da siempre otro par igual, pues
(bx,by) = (z,y) < bry =bry < xy =xy, yaqueb#0
Esta demostracion explicita de la ley distributiva para nUmeros racionales
(6 pares) es solo un ejemplo del método. Por el mismo empleo directo de
las definiciones y de las leyes de los enteros, se prueban la
conmutatividad y la asociatividad, en efecto
CONMUTATIVIDAD

r+r r+r rr! r'r
(a,b) + (a’,0") (a/,b') + (a,b) ; (a,0)(a’,b")  (a',b')(a,b)
(ab + a'b,bb") = (a'b + ab’, b'd) (ad',bb") = (a'a,b'b)
ASOCIATIVIDAD
(r+r)+r r+ (' +1r")
[(a,b) + (a',0")](a", ") (a,0) + [(a', V') + (a",0")]
(Clb, _|_ a/b,bb') ‘I’ (a”,b”) (G,b) + (alb// + a“b',b/b”)
(ab/b// + a/bb//<+ CL///)blzj7 bb/b//) — (abll()//lﬂ—”;/bb” + CL//bb/7 bb/b//)

rer\r r(a'r

[(a,b)(a’,b")](a",b"), (a,b)[(a,b)(a",b")]
(aa’,bb")(a",b") (a,b)(a’a”, b'b")
(aa/a//,bb/b//) — (a/a/a///7bb/b//)

Un elemento idéntico para la adicion es el par (0,1) ya que
(0,1)+ (a,b) =(0-b+1-a,1-b) = (a,b)
La ley de simplificacion se conserva y el par (1,1)es el elemento idéntico
para la multiplicacion. El opuesto de (a,b) es
—(a,b) = (—a,b)
Se cumplen pues todos los postulados que definen a un cuerpo. En
resumen tenemos

12.7 TEOREMA. El conjunto Q de los numeros racionales, constituido por
todos los pares de numeros enteros es un cuerpo y definiendo
(aab) = %
se tiene que
Q={(a,b)/(a,) = %, a € Z,b e Z—{0}}.

12.8 EJERCICIO.

1. Admitiendo que el conjunto de los numeros reales es un cuerpo
;Cuales de los siguientes conjuntos son subcuerpos de R?
(a) Todos los enteros positivos

(b) Todos los nimeros de la forma a +by/3 cona € Q,b € Q
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(¢) Todos los nimeros de la forma a 4+ by/5 con a y b nimeros racionales.
(d) Todos los numeros racionales no enteros.

(¢) Todos los nimeros de la forma a + b+/5 con a y b nimeros racionales.
2. Hallar el numero racional cuyo desarrollo decimal es 0.334444. ..

3. Demostrar que el desarrollo decimal de = termina en cero (6 en nueve)
si x es racional y su denominador es de forma 2"5™, donde m y n son
enteros positivos o nulos y reciprocamente.

4. Demostrar que \/§+ \/§ es irracional

5.Si a,b,c,d son racionales y = es irracional, demostrar que
(ax+b)/(cx+d) es, en general irracional. ;Cuando se presentan
excepciones?

6. Dado cualquier real z > 0, encontrar un numero irracional comprendido
entre 0y x.

7. Si § < § siendo b >0,d > 0, demostrar que {Tjesta comprendida entre
AL

8. Sean a y b enteros positivos. Demostrar que \/5 siempre esta
comprendido entre dos fracciones ¢y (j:jb. ;Cual de las fracciones esta
mas préximo a /2 ?

9. Designemos por a y b las raices de la ecuacién cuadratica 2> — 2 —1 =0
y sea z, = =0 Demostrar que z1 = 1,2, = 1,3 = 2, ..., ZTy1 = Ty + Ty 1.
10. Determinar para qué valores del entero n > 1 ndmero \/n — 14 /n+ 1
es racional, y para cuales es irracional.

§ 13. ACOTACION. TERMINACION. EXTREMACION.

13.1 DEFINICION. Sea L un conjunto ordenado, es decir un conjunto en
donde se cumplen los axiomas 01,02, AO1, y AO2 de la seccion 9.5. Se
dice que un subconjunto A de L (A C L)es acotado superiormente por un
elemento z € L si

(Va € A)(a < x)
Se dice que A es acotado inferiormente por un elemento y € L si

(Va € A)(y < a)
En estos casos decimos que x es una cota superior de A y que y es una
cota inferior de A.
A se dice acotado si lo es superior e inferiormente.

EJEMPLOS (1) El conjunto {z/z =1 neN-{0}}={1,5,3,...,+,...}€s un

n TR
conjunto acotado, pues, 1 es la cota superiory 0 es la cota inferior.
(2) El conjunto A = {z € /2> > 2} no es un conjunto acotado jporqué?
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13.2  DEFINICION. Sea A un conjunto de numeros reales acotado
superiormente. Supongamos que exista un numero real x que satisface
las dos condiciones siguientes

(a) x es una cota superior de A

(b) Si y es otra cota superior de A, entonces z <y

Entonces el nUmero z es llamado extremo superior del conjunto A.
Analogamente se define el extremo inferior ( (a')y es una cota inferior de
Ay (V) siy es otra cota inferior de A, entonces y; < y).

Cuando un conjunto es tal que admite extremo superior y extremo
inferior entonces se dice que es un conjunto terminado.

NOTACION. Al extremo superior se le suele llamar el supremun vy se nota
sup. Al extremo inferior se llama con frecuencia /infimuny se le nota inf.
Sea supA el supremun de un conjunto A si supA € A entonces el supA es
llamado madximo de A. Por analogia si infA € A, entonces el infimun de A
es llamado minimo de A.

NOTA. Sea A un conjunto acotado y sea = = supA entonces se suele escribir
(Dado € > 0)(Ja € A)(z — e < a)
Analogamente si t = infA entonces se suele caracterizar con la siguiente
proposicion
(Dado € > 0)(Ja’ € A)(t +€ > d).

13.3 TEOREMA. Sean A y B dos conjuntos acotados de numeros reales con
a = supA, b = supB. Designemos por C al conjunto

C={z+y/xeAye B}
entonces a+ b =-supC.

PRUEBA. Si z € C entonces z =z +y < a+ b, de modo que a + b es una cota
superior de C. Sea c otra cota superior de C. Tenemos que a +b < ¢, para
ello sea ¢ > 0 un numero positivo dado, existe un nimero x € A y existe
un numero y € B tales que

a—e<x , b—e<uy
Por la adicién de estas desigualdades, encontramos

a+b—-2e<z+y<c

Esto es a + b < ¢ + 2¢. Pero ¢ es arbitrario, resulta asi

at+b<c
O

13.3.1 DEFINICION. Un subconjunto de numeros reales se dice mayorado
cuando admite cotas superiores y minorado cuando admite cotas
inferiores. Un conjunto se dice extremado ¢ limitado cuando admite cota
inferior y cota superior.
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A continuacion enunciamos el axioma de completez para los numeros
reales, el cual, en este momento, estamos preparados para probarlo.

13.4 (C") Si un conjunto X de numeros reales es mayorado, entonces X
tiene supremun.

Dualmente se tiene si X es un conjunto de numeros reales que esta
minorado entonces X tiene infimun.

DEMOSTRACION. Sea B el conjunto de las cotas superiores de X, entonces,
por hipdtesis B ¢ ®, pues X es mayorado. Sea ahora A = CB el conjunto
de los niumeros que no son cotas superiores de X, es decir, A es el
conjunto de todos los niumeros a tales que existe un elemento z € X tal
que z > a. Entonces A tampoco es vacio pues cualquier nimero menor
gue un elemento de X ( que no es vacio) pertenece a A.
Ademas
(1) Es claro que cada numero real esta en A o en B pero no en ambos
(i1) Si a€ Ay be B, entonces a<b, en efecto, si a € A entonces existe
r € X tal que a <z y como b e B, b es una cota superior de X entonces
x < b asi

a<xAx<b
luego por la transitividad se tiene a < b.
Concluimos asi que (A|B) es una cortadura, entonces por el axioma C de
los numeros reales (A|B) tiene un punto frontera. Sea ¢ la frontera de
esta cortadura teniéndose que ¢ no esta en A puesto que si esto ocurriera
existiria un elemento z de X tal que ¢ < z pero entonces los elementos
entre c y = estarian en A (por ser menores que x) y serian mayores que c
(que es la frontera). Luego c es el minimo de B es decir, es la minima cota
superior de X o sea el supremum de X.
Analogamente se demuestra que todo conjunto no vacio y minorado tiene
infimun.
Nota. Cuando este resultado se generaliza a conjuntos ordenados y
cadenas de orden, es conocido como el lema de Zorn.

13.4.1 EJERCICIOS

1. Demostrar que elsupy el inf de un conjunto son unicos cuando existe.
2. Hallar el sup y el inf de cada uno de los siguientes conjuntos de
numeros reales

(a) Todos los numeros de la forma 277 +377+ 57", donde p,qy r toman
todo los valores enteros positivos.

(b) S = {x/32? — 10z + 3 < 0}.

() S ={z/(x —a)(x —b)(x —c)(z —d) <0}, siendoa < b <c<d.
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3. Sean S un conjunto de numeros reales acotados superiormente,

a = supS y € un numero positivo. Demostrar que existe por lo menos un

nimero z € S tal que a — e < z < a.

4. Sean A y B dos conjuntos de numeros reales acotados superiormente,

a=sup(A) y b=sup(B). Si C es el conjunto de los nuameros reales

formados, considerando todos los productos de la forma zy, donde z € A

e y € B, demostrar que, en general, ab # sup(C).

5. Sean z un numero real > 0, y k un entero positivo > 1. Representemos

por ay, el mayor entero < x y suponiendo que ag,ai,...,a,_; hayan sido

definidos , representemos por a, el mayor entero tal que
a+F+pB A+ + @<

(a) Demostrarque 0 < a; <k—1 parai=1,2,...

(b) Explicar cdmo pueden obtenerse geométricamente los numeros

ap,a,,as, ...

(c) Demostrar que la serie ap + ¢ + % + --- converge y tiene por suma x

(d) Demostrar que x es el sup del conjunto de las sumas parciales de serie

dada en (¢)

Nota. La serie dada en (c¢) origina un desarrollo decimal de z en el sistema

de base k.

13.5 PRINCIPIO DE BUENA ORDENACION

Los numeros enteros poseen otra propiedad importante no caracterizada
algebraicamente y no compartida por otros sistemas de numeros. Tal
propiedad es la siguiente:

Cualquier subconjunto de numeros enteros positivos que contenga al
menos un elemento, contiene elemento minimo.

En otras palabras, cualquier selecciéon dada de numeros enteros positivos
contiene un entero positivo m tal que cualquiera que sea el entero a en la
seleccion dada se tiene m < a.

Por ejemplo el mas pequefio entero positivo par es 2.

Mas generalmente, un conjunto de numeros se llama bien ordenado si
cualquiera de sus subconjuntos no vacios contiene un elemento minimo.
Asi pues, el principio anterior indica que los enteros positivos estan bien
ordenados.

13.5.1 TEOREMA. No hay ninglin numero entero entre 0 y 1.

PRUEBA. Esto se ve inmediatamente sin mas que echar una ojeada al orden
natural de los enteros pero lo que pretendemos es probarlo utilizando
las hipodtesis fundamentales (postulados), sin necesidad de utilizar la
referida serie de enteros (en el caso 0,1). Daremos una prueba indirecta
(vea 3.3). Si hay un entero c tal que 0 < ¢ < 1, sea C el conjunto de todos
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los enteros ¢ tales que 0 < c¢ < 1, entonces C ¢ ®. Por el principio de la
buena ordenacion, existe un entero m que es el minimo para C vy tal que
0 <m < 1. Multiplicando esta desigualdad por m obtenemos

0<m?><m
Entonces m? es otro numero entero de C, menor que el supuesto minimo
de C. Esta contradiccion demuestra el teorema.

13.5.2 TEOREMA. Un conjunto S de nimeros enteros positivos que incluya
al 1 y que incluya al n+1 siempre que incluya a n, incluye también a
cualquier entero positivo.

PRUEBA. Bastara probar que el conjunto S’ de todos los nimeros enteros
positivos no contenidos en S es vacio. Supongamos que S’ no sea vacio,
por el principio de buena ordenacion S’ contendra un elemento minimo
m. Pero m # 1 por hipoétesis, luego por el teorema anterior, m >1ym—1
debera ser positivo. Como ademdas m —1<m resulta que, por la
definicién de m, m — 1 debe estar en S. Se deduce de la hipotesis que
(m—1)4+1=m,asimeSAme S'oseameSAm¢.S esta contradiccion
demuestra el teorema.

13.5.3 EJERCICIOS

1. Demostrar que para cualquier entero a,a — 1 es el mayor entero menor
que a.

2. ;jCuales de los siguientes conjuntos son bien ordenados?

(a) Todos los enteros positivos impares

(b) Todos los negativos pares

(c) Todos los enteros mayores que —7

(d) Todos los enteros impares mayores que 249.

3. Probar que todo subconjunto de un conjunto ordenado esta bien
ordenado.

4. Demostrar que el conjunto de enteros que contiene a — 1000 y que
contiene a z + 1, si contiene a x, contiene a todos los enteros positivos.

5. (a) Un conjunto S de enteros tiene al entero b como "cota inferior" si
b < x para todo z en S; el mismo b puede pertenecer o no pertenecer a S.
Demostrar que cualquier S no vacio que tiene una cota inferior, tiene un
elemento minimo.

(b) Demostrar que cualquier conjunto de enteros no vacio que tiene una
"cota superior" contiene un elemento maximo.
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13.6 DIVISIBILIDAD

Una ecuacion ax = b con coeficientes enteros, no siempre tiene solucién
entera. Cuando existe tal solucion, se dice que b es divisible por a

13.6.1 DEFINICION. Un entero b es divisible por un entero a cuando hay
algun entero d tal que b = ad. Entonces escribimos a|b, diremos también
gue b es un multiplo de a y que a es un factor o divisor de b.

alb < 3d e N/b=ad
He aqui una nueva relacidon "a|b". Son propiedades de esta relacion la
reflexividad y la transitividad

ala, alb A blc = alc
La primera propiedad es trivial pues a =a -1 < ala
La segunda tiene por hipotesis directa que b = ad;, yc = bds, siendo d; y ds
dos enteros adecuados; de lo cual resulta

¢ =a(dydy) como d; -dy € Z < alc
O

13.6.2 TEOREMA. Los Unicos divisores enteros de 1 son +1.

PRUEBA. El teorema afirma que si dos enteros a y b son tales que ab =1 se
debe tenera= +1y b= +1, en efecto, ab=1 asi |ab| = |a||b| = 1. Como
a#0,b#0, |a] y |b] son enteros positivos y no hay enteros entre 0y 1, por
la ley de tricotomia

la| > 1y [b] > 1
Si los dos signos 6 en el peor de los casos uno, son desiguales el
producto |a||b] no puede ser igual a 1. Entonces |a| =1A|b| =1y por lo
tantoa= +1y b= =+ 1.
Como a=a-1=(—a)(—1) todo entero a es divisible por a, —a,1y —1.
Los numeros ay — a por dividirse mutuamente, se llaman "asociados".

13.6.3 DEFINICION. Dos enteros a y b se llaman asociados si se verifican
las relaciones alb y b|a. Los asociados de 1 se [laman unidades.
Esta definicién significa que un entero es una unidad si y s6lo si es un
divisor de 1, con esto, el teorema 13.6.2 establece, simplemente que las
Unicas unidades son £ 1. Si a y b son asociados, a = bd; y b = ad>. Luego
a = a(dyds) y por la ley de simplificaciéon queda

1 =didy
O sea que d; es un divisor de 1 y por lo tanto, d; = + 1. Por lo tanto es
b =ad, = *+a, asi que los Unicos asociados de a son =+ a.
Dos enteros ay b son asociados siy solo si |a| = |b].
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13.6.4 DEFINICION. Un entero p es primero si, siendo distinto de 0 y de
+ 1, es divisible Unicamente por +1y =+ p.
Los primeros numeros primos son

2,3,5,7,9,11,13,17,19,23,29, 31, ...
Todo numero que no es primo puede descomponerse en un producto de
factores primos:

EJEMPLO. 128 =27; 90 =10x9=2-5-3% 672=96-7=7-12-8=7-3-2°
Se observa por experiencia, que obtenemos los mismos factores primos
cualesquiera que sea el método de descomposiciéon. Esta unicidad la

demostraremos al estudiar el m.c.d.

z Siz>0

13.6.5 DEFINICION. Para todo z € R, |z| = { e sia<0

13.6,6 TEOREMA. Para todo =z € R, |z| > 0.

PRUEBA. (1) Si z > 0, entonces |z| > 0 porque en este caso |z| = z.

(2) Si x < 0, entonces — z > 0. Por lo tanto |z| > 0 porque aqui |z| = — z.
O
13.6.7 TEOREMA. Para cualquier x e ®, | — x| = |z|

PRUEBA. (1)Si x>0, entonces —x<0, asi |z|=z y por lo tanto

|| = — (— ) =z, siguiéndose que |z| = | — 7|

(2) Si z <0, entonces —xz >0, asi |z| = —z ahora | —z| = — z por lo tanto
|z = | — |

O

13.6.8 TEOREMA. Para cualesquier z € R se tiene |z| > .

PRUEBA. Si = > 0, esto es verdad porque z > z.
Si z < 0 entonces z < |z| puesto que |z| > 0.
O

13.6.9 TEOREMA. |zy| = |z||y| para todo z,y € R

PRUEBA. Cuando z es reemplazado por —zx esto es z<0 Ay>0,
lzy| = — zy = |z||y|. Analogamente si x >0 Ay < 0. Ahora si z>0Ay >0
entonces lzy| = xy = |x||y|.
Finalmente si x < 0 Ay < 0, entonces zy >0 A (—z)(—y) > 0 luego

2yl = 2y = (—2)(—y) = |zlyl.
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d

13.6.10 TEOREMA. Sea a > 0, entonces |z| <a & —a<z<a

~a a

o]

PRUEBA. (1) Si z > 0 entonces |z| < a indica que x < a, ademas 0 <z < a

(2) Si x <0, entonces |z| < a indica que —z <a, 0, —a <z aqui |z| <aes
verdad cuando —a < z < 0.

Por lo tanto |z| < aimplica —a <z <a

(]

13.6.11 TEOREMA. Para cualesquiera a,b € R se tiene |a + b| < |a| + |b].
Esta desigualdad es llamada desigualdad triangular.

PRUEBA. Caso 1. Supongamos que a+b>0. En este caso |a+b|=a+b
peroa <|a| yb<|b| asia+b <|a|+ |b] luego |a+b| < |a| + |b]
Caso 2. Supongase que a+b < 0 entonces (—a)+ (—b) >0 aplicando el
caso 1 tenemos |(—a)+ (—b)| <|—a|+]|—b| pero

(—a)+(=b)|=]-(a+b)=la+bly |—al=]al, | - b] =[]
Luego

la +b| < |al + |b]

O

1.3.6.12 EJERCCIOS.

(1) Demuestre que si b # 0 entonces |;| = %|

(2) Demostrar que para todo a € Ry todo b € ® — {0} se tiene

5= §
|-

1b]

(3) Demuestre que para tado a,b € R se tiene |a — b| > |a| — |b]

(4) Demostrar que para todo a,b € R se tiene |a + b| > |a| — |b].

(5) Demostrar que para todo a,b € R se tiene ||a] — |b]|| < |a — D]

(6) Demuestre el reciproco del teorema 13.6.10.

(7) Demostrar que si a|by alc, entonces a|(b + ¢)

(8) Demostrar que si b es positivo y no primo, entonces tiene un divisor
positivo d < \/b.

(9) Presentar la lista de todos los primos positivos menores de 100.
(Sugerencia: Suprimir los multiplos 2,3,5,7 y usar el ejercicio(8))

(10) Si a|b, demostrar que |a| < |b|, cuando es b # 0.
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13.7 EL ALGORITMO DE EUCLIDES

El proceso ordinario de dividir un entero a por otro b nos da un cociente
g y un resto r. El resultado

;=45
puede expresarse sin usar explicitamente las fracciones, asi

ALGORITMO DE LA DIVISION: Para dos enteros a y b con b > Oexisten dos
enteros g y r, tales que
a=bq+r; 0<r<bd

13.7.1 IMAGEN GEOMETRICA. Si imaginamos los numeros enteros
representados sobre el eje real, los posibles multiplos bg de b forman un
conjunto de puntos equidistantes sobre el eje

] ] | ] I 1 ] ! l ] ] | | 1
T J J ' [ I | I T I T

T T
6b -5b -4b -3b 2b b 0 b 2b 3b 4b 5b 6b 7b

v

El punto respectivo de a debe caer en uno de los intervalos determinados
por esos puntos, por ejemplo, en el intervalo bq y b(q + 1), excluyendo el
punto b(q+1). Esto significa que a=bg+r siendo r menor que la
amplitud b del intervalo. Esta imagen sugiere la siguiente demostracion,
basada solo en los postulados.
Existen ciertamente algunos multiplos enteros de b que no exceden a a,
por ejemplo, como b > 0, b > 1 asi

(—la)b < —la| <a
Por lo tanto, el conjunto de las diferencias a — bx contiene por lo menos
un entero no negativo, a saber a — ( — |a|)b. De aqui, por el postulado de
buena ordenacion existe un minimo no negativo para a — bz, al que
lamaremos a —bg = r. Por construccion, r > 0; mientras que si r > b,
entonces a—b(g+1)=r—b>0 seria menor que a—bg, contra lo
afirmado al elegir ¢. Concluimos pues que 0<r<b Yy que
a="bq+ (a—bq)=0bqg+r.
O

13.7.2 COROLARIO. Dados los dos enteros a y b, quedan determinados
univocamente el cociente ¢ y el resto r, que satisfacen a
a=>bq+r, 0<r<b

DEMOSTRACION. Suponiendo que sea a=bg+r=>bq +r', verificAndose
0<r<by 0<r <b. Entonces r—1r' =b(¢ —q) es en valor absoluto
menor que b, y es multiplo de b, luego debe ser cero. De aqui que r =7/,
bg="0br', q=¢.

O
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Frecuentemente debemos considerar conjuntos de enteros, semejantes a
{...,—6,—-3,0,3,6,9,...} formados por todos los multiplos de 3. Estos
conjuntos tienen la propiedad de que la suma o diferencia de dos
cualesquiera de ellos pertenece al conjunto. En general, un conjunto S de
numeros enteros, se llama cerrado para al adicion y cerrado para la
sustraccion, cuando S contiene la suma a + b y la diferencia a — b de dos
enteros cualesquiera a y b de S. Todos los enteros pares ( positivos,
negativos y cero) forman un conjunto cerrado para suma y sustraccion.
Mas generalmente, el conjunto de todos los multiplos zm de un entero m,
es cerrado para la adicién y sustracion, pues zm +ym = (r+y)m es
multiplo de m. Ahora vamos a probar que estos conjuntos constituidos
por los multiplos de un entero son los Unicos conjuntos de enteros que
tienen dicha propiedad.

13.7.3 TEOREMA. Todo conjunto no vacio de numeros enteros, cerrado
para la adicién y sustraccién consiste del cero o contiene un numero
positivo minimo del cual son multiplos todos los demas.

PRUEBA. Sea S el conjunto y supongamos (S # ®) que contiene un
elemento a # 0, por definicion S contendra a la diferencia a—a=0 vy
por lo tanto la diferencia 0 —a = —a. Luego S contiene al menos un
numero positivo a 6 — a. El principio de buena ordenacion nos dice que
en S hay un minimo positivo b.

El conjunto S debe contener todos los multiplos de b en enefecto,
procediendo por induccién se ve en primer lugar que contiene a b-1y
seguidamente si esta bk tiene que estar bk +b=>b(k+1). Los multiplos
negativos tal como —bn =0-—bn también estan en S por ser diferencia
entre 0 y nb. Pero S no puede contener enteros no multiplos de b, pues si
hubiera uno digamos a no multiplo de b, estaria también en S el resto de
la division de ambos, r = a — bg. Pero r no es negativo y es menos que b,
gue es el minimo entero positivo en S, luego debe ser r =0y a = bq.

O

13.7.4 DEFINICION. Un entero d se llama maximo comun divisor (m.c.d) de
dos enteros a y b, si es simultanemente divisor de ¢ y b, y ademas es
multiplo de cualquier otro divisor comun.

En el lenguaje objeto de la teoria de numeros, el m.c.d debe cumplir las
tres propiedades siguientes

Si d=m.c.d{a,b}, dlaAdlb,y, claAc|d=c|d
Por ejemplo, 3 y —3 son maximos comunes divisores de 6 y 9. De
acuerdo con la definicién, si hay varios m.c.d de dos numeros, cada uno
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de ellos debe dividir al otro, luego seran asociados y difieren sélo en el
signo. Del par +d de maximos comunes divisores de a y b el numero
positivo se indicara con el simbolo

m.c.d{a,b} = (a,b).
Notese que el calificativo "maximo" en la definicion de m.c.d no significa
en principio que (m.c.d) tenga mayor magnitud que cualquier otro divisor
comun ¢, sino que (m.c.d) es el multiplo de cualquier tal c.

13.7.5 TEOREMA. Si dos enteros cualesquiera a # 0, b # 0, tienen un m.c.d
positivo (a,b), entonces éste puede expresarse como

(a,b) = sa+tb s, t e
Una expresiéon como sa +tb es llamada una "combinacién lineal" con
coeficientes enteros.

PRUEBA. Consideremos los numeros de la forma sa +tb, para todos los
casos

(31a + tlb) + (SQCL + tgb) = (81 + SQ)CL + (tl + tg)b
Por lo tanto, el conjunto S de todos los enteros de la forma sa +tbes
cerrado para la adicién y sustraccion, y por el teorema 13.7.3 estara
constituido por los multiplos de un nimero entero positivo d = sa + tb.
Por esta férmula, es claro que todo ¢ factor comin de ay b debe ser un
factor comun de d. Ademas los enteros dados a=1-a+0-b,
b=0-a+1-b pertenecen ambos a S, luego seran multiplos del minimo
numero d del conjunto S. En otras palabras, d es un divisor comun al cual
dividen todos los demas divisores comunes, luego d = (a,b).
O

Analogamente, el conjunto M de todos los multiplos comunes de a y b es
cerrado para la adicién y sustraccion, su minimo elemento positivo m es
un multiplo comun que divide a todos los demas multiplos comunes y se
llama el minimo comun multiplo (m.c.m) de a y b.

13.7.6 TEOREMA. Dos enteros cualesquiera a y b tienen un minimo comun
multiplo m.c.m{a,b} = [a,b], el cual es divisor de todos los multiplos
comunes, siendo él a su vez un multiplo comun.

Para hallar explicitamente el m.c.d de dos enteros a y b, se puede utilizar
el llamado algoritmo de Euclides.
Sean a y b enteros positivos, ya que un entero negativo puede reeplazarse
por su asociado positivo sin alterar el m.cd (0 sea
m.cd(a,b) = m.c.d( — a,b)). El algoritmo de la divisidén da

a=bq + 11, a<r;<b (1)
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Cualquier entero que divida a los enteros a y b, divide al resto ry,
reciprocamente, todo divisor comun de b y r; es divisor de a, como
resulta por (1). Los divisores comunes del par a,b son pues, los mismos
que los del par b,r; asi que (a,b) = (b,7). Esta reduccion puede repetirse
con by ry, e iterar el proceso

b=rigy+ 1o O0<ryo<m

1 = Toq3 + T3 0<ry<ry
: : (2)

Tn—2 = Tn—1Gn + Tn 0<r, < n—-1

Tn—1 = T"ndn+1

Como el resto disminuye constantemente, habra finalmente un resto 0
como hemos indicado en la ultima igualdad. Este razonamiento nos dice
que el m.c.d buscado es
<a7 b) = (bvrl) = (7‘1,7”2) == (7’”_1,7’71/)

Pero la ultima igualdad de (2) muestra que r, es divisor de r,_; asi que el
m.c.d de ambos es el propio r,. El m.c.d de dos enteros dados a,b, es el
ultimo resto distinto de cero que se obtiene aplicandole el algoritmo de
Euclides.
El mismo algoritmo puede utilizarse para representar explicitamente al
m.c.d como combinacion lineal sa + tb. Esto se consigue expresando los
restos sucesivos r; mediante a y b en esta forma:

rm=a—bqg=a+(—q)db

ro=b—qri=(—¢q¢)a+ (1+qq)b

La forma de estas igualdades, indica que puede obtenerse r, como
combinacion lineal de a y b con coeficientes enteros s y t en cuya
expresion intervienen los cocientes g;.

La forma (a,b) = sa +tb del m.c.d es de gran utilidad. Una consecuencia
importante es que si un numero primo divide a un producto de dos
factores, debe dividir por lo menos a uno de ellos.

13.7.7 TEOREMA. Si p €s un numero primo, plab = pla V p|b.

PRUEBA. Por definicion de niumero primo, los Unicos factores dep son +1
y =+ p. Si la conclusidn plaes falsa, los unicos divisores comunes de py a
son +1, asi que 1 es un m.c.d de a y p, y por lo tanto, 1 = sa + tp.
Multiplicando por b resultara:

b = sab+tpb
Los dos términos de la derecha son divisibles por p luego b sera divisible
por p, que es la segunda alternativa del enunciado.
O
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Si (a,b) =1 diremos que a y b son primos entre si. En otras palabras, dos
enteros a y b son primos entre si, si no tienen divisores comunes salvo
+ 1. La demostracion del teorema 13.7.7 prueba también la siguiente
generalizacion

13.7.8 TEOREMA. Si (a,c¢) =1y c|ab, entonces se debe tener ¢|b

De aqui resulta una consecuencia, relativa a un entero m que sea
multiplo de dos numeros primos entre si a y c. Pues el nUmero m que es
de la forma m = ad, es divisible por ¢, asi que por el teorema 13.7.8, sera
cld y m =ad = a(cd’) luego el producto ac divide a m. Esto demuestra

13.7.9 TEOREMA. Supuesto que (a,c) =1, alm A ¢|m = ac|m.
13.8 EJERCICIOS

(1) Mediante el algoritmo de Euclides, calcular el m.c.d de
(a) (14, 35) (b) (11, 15) (c) (180, 252)
(d) (2873,6643) () (4148, 7684) (f) (1001, 7655)
(2) Escribir (z,y)en la forma sz + ty (s, t son enteros), en los tres primeros
casos del ejercicio (1)
(3) Demostrar que (0,a) = |a| para cualquier entero a.
(4)Si a > 0, demostrar que (ac, ac) = a(b, c)
(5) Demostrar que blcy |c| < b, implicac=0
(6)  (a) Demostrar que tres enteros cualesquiera, a,b,c, tienen un m.c.d
que puede expresarse en la forma sa + tb + uc
(b) Demostrar que ((a,b),c) = (a, (b,¢)) = ((a,c),b)

§14 TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARTMETICA.

ENUNCIADO: Todo entero distinto de cero puede expresarse como el
producto de +1 por factores primos positivos. Esta expresion es uUnica,
salvo el orden en que los factores se consideren.

Que todo entero a pueda escribirse como un tal producto, puede
demostrarse descomponiéndolo sucesivamente en factores menores. Este
proceso supone el segundo principio de induccion completa el cual
enunciamos a continuacion

Principio de induccion- segunda forma. Sea p(n) una proposicion
condicional en la variable libre n € N si

(1) p(0) es verdadera y

(it) p(n +1) es verdadera cada vez que p(n) es verdadera ( es decir
(Vn € N)(p(n) = p(n +1))).
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Entonces p(n) es verdadera para todo numero natural, es decir,
(Vn € N)(p(n)).
Sea p(a) la proposicién que dice: "a puede descomponerse en factores
como expresa el enunciado del teorema". Si a =16 si a es primo, p(a) es
evidentemente cierta. Si @ no es un numero primo tendra un divisor
positivo b, distinto de 1 y de a, asi que a =bc con b < a, ¢ < a. Pero, de
acuerdo con el segundo principio de induccién, podemos suponer que
p(b) y p(c) son verdaderas, asi que b y ¢ puede expresarse como producto
de factores primos

b= pipa-pr, C = q1q2 " qs
obteniéndose para a la expresion completa.

a=bc=pipr-prqiqzqs
que es la forma requerida.
Para demostrar la unicidad, consideremos dos posibles descomposiciones
en factores primos del entero a:

a=(£)pipe-pm=(£1)q1q2--qn
Como todos los numeros primos p,y g; son positivos, las unidades +1 de
ambas descomposiciones han de ser iguales. El factor p; es un divisor de
a= +qq-q,, asi que la aplicacion del teorema 13.7.7 asegura que p;
divide por lo menos a su factor ¢; de este producto. Como p, divide a ¢; y
los dos son primos, se deberd tener p; = ¢; ordenando el producto para
que ¢; aparezca de primero y simplificando p; con ¢; queda

P2P3 Pm= 4,450,
donde los acentos indican los ¢; en el nuevo orden. Podemos continuar
este proceso hasta que en uno de los dos miembros de la igualdad no
guede ningun factor. Tampoco podran quedar en el otro, asi m =n.
Hemos pues identificado las dos descomposiciones, sin mas que
reordenar los factores del sequndo miembro, como asegurabamos en el
teorema de unicidad. En una descomposicion puede aparecer un nimero
primo p varias veces. Agrupando los factores, podemos escribir

a= £pi'pG--por,asiendo (0<p <ps<-<py,)
El teorema de unicidad demuestra, que el exponente ¢;, corresponde al
factor primo p;, queda determinado de modo Unico para cada entero a.
O

14.1 EJERCICIOS

1. Describir un proceso sistematico para hallar el m.c.d y el m.c.mde dos
enteros, de los que se conoce la descomposicién en factores primos,
ilustrandolo con a=216,b=360 Yy a=144,b=625( Sugerencia: Es
conveniente usar los exponentes 0 para los factores primos que dividen a
uno de los nimeros a o b, pero no al otro)
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2. Si V,(a) indica el exponente de la mas alta potencia del primo p divisor
de a,demostrar las formulas
(1) Vp(a+0b) > min{V,(a), V,(b)}

(2) Vp((a,0)) = min {V,,(a), V,(b)} ((,) = m.c.d)
(3) Vp(a-b) = Vy(a) + V,(b)
()%WLD—m%W%)%MH%H m.c.m)

3.Si ||la|| = 27", para V, como en el ejercicio 2, demostrar que

[abl| = llal - |6l 'y [la+ bl < max({|al], [|b]])
4. Mediante las formulas del ejercicio 2, demostrar que para numeros
enteros positivos a y b, ab = (a,b)la,b].
5. Demostrar que el numero de primos es infinito (Euclides)(Sugerencia:
Si p1,po,...,p, SON n primos, el producto p; - po---p, + 1 no es divisible por
ninguno de estos primos)
6.Si un producto mn positivo es un cuadrado y si (m,n) =1, demostrar
que m Yy n son ambos cuadrados.

§15 CONGRUENCIAS

Al numerar las horas del dia, se acostumbra a contar sélo hasta 12 y
volver a empezar. Esta sencilla idea de prescindir de los multiplos de un
numero fijo, 12 en este caso, es la base de la nocién aritmética de
congruencias. Diremos que dos enteros son congruentes "moédulo 12" s
difieren en un entero multiplo de 12. Por ejemplo 7 y 19 son congruentes
y se escribe

7 =19(mod 12)

15.1 DEFINICION. a = b(mod.m) significa que m|(a — b).

Se puede decir igualmente que a = b(mod.m), cuando la diferencia a —b
pertenece al conjunto de los numeros multiplos de m. Todavia cabe otra
definicion, basada en que el resto de la division de a por m es unico.
Podemos, pues establecer lo que sigue:

15.2 TEOREMA. La condicidon necesaria y suficiente para que dos enteros a
y b sean congruentes modulo m, es que den el mismo resto al dividirlos
por m.

PRUEBA. Como a = b(mod.m), si y soOlo si a=0b(mod.—m) bastara
demostrar este teorema en el caso m > 0. Supongamos primero que
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a = b(mod.m), entonces a —b = cm para algun entero c. Dividiendo b por

m, se obtendra un resto r, dado por b — mg =r, 0 < r < m. entonces
a=b+cecm=(qm+r)+ecm=(¢g+c)m+r

Esta ecuacion indica que r es el resto de « al dividirlo por m; sea, que a y

bdan el mismo resto al dividirlos por m.

Reciprocamente, supongamos que el resto es igual y que por ende

a=mq+r, b=mq +r
En este casoa — b = (¢ + ¢')m < (a — b)|m, asi que a = b(md.m)
O

La relacion de congruencia para un modulo fijom tiene para enteros
cualesquiera a, b, clas siguientes propiedades que recuerdan propiedades
analogas de la igualdad

Reflexiva:  a = a(mod.m)

Simétrica: a = b(mod.m) = b = a(mod.m)

Transitiva: a = b(mod.m) ANb = c(mod.m) = a = c(mod.m)
Cada una de estas leyes se demuestra con la definicion de congruencia.
La ley de simetria asi dada, requiere simplemente que

m|(a —b) = m|(b—a)

La hipotesis es a—b=dm y la conclusion m|(b—a), puesto que
b—a=(—d)m.
La relacién de congruencia para un modulo fijo tiene otra propiedad que
también recuerda a las de la igualdad; las sumas y productos de enteros
congruentes son también congruentes.

15.3 TEOREMA. Si a=b(mod.m) para todo entero =z resulta:
a+x =b+ x(mod.m), ax = bx(mod.m), (—a) = (—b)(mod.m).
También aqui la prueba se reduce a recordar la definicion. Asi la hipotesis
es que a—b=km para algun k; de aqui podemos obtener las
conclusiones en la forma

m|(a+x—b—z), m|(ax — bx), m|(—a+b)
La ley de simplificacion, valida en las igualdades, no lo es en las
congruencias. Asi 2-7=2-1(mod.12), pero no es 7 = 1(mod.12).
Esto sucede por ser 2 divisor del médulo, asi que la diferencia 2-7—2
sera divisible por 12 en tanto se conserve el factor 2. Puede enunciarse la
ley de simplificacion algo modificada.

15.4 TEOREMA. Si ¢ s un numero primo con m
ca = cb(mod.m) = a = b(mod.m).

PRUEBA. De acuerdo con la definicion, la hipotesis nos dice que m/|(ac — ab),
0 sea, m|c(a — b) y por serm primo con ¢ usando el teorema 13.7.8 resulta
que m|(a —b), esto es a = b(mod.m).
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O
El estudio de las ecuaciones lineales puede extenderse a las congruencias

15.5 TEOREMA. Si ¢ es primo con m, la congruencia cx = b(mod.m) tiene
una solucion entera z. Dos soluciones cualesquiera z; y z2 son
congruentes modulo m.

PRUEBA. Por hipotesis, (c,m)=1, luego 1=sc+tm para dos enteros
convenientes s y t. Multiplicando por b tenemos

b = bsc + btm
Esto ultimo se puede escribir asi

b—bsc = (bt)m < b = (bs)c(mod.m).
Esto expresa que z = bs es la solucion de b = cx(mod.m).
Por otra parte, dos soluciones z; y x, de esta congruencia se tiene
b = cx1(mod.m) Ab = cxo(mod.m)

por ser la relacion de congruencia simétrica y transitiva se tiene que

cry = cry(mod.m)
Como ¢ es primo con m, se puede simplificar (15.4) y resulta
x1 = xo(mod.m).

O

Un caso particular importante se presenta cuando el médulo m es primo,
entonces todo entero no divisible por m es primo con él. Esto nos
demuestra el siguiente resultado.

15.6 COROLARIO. Si p es primo y ¢ # 0(mod.p) entonces cx = b(mod.p) tiene
soluciéon unica médulo p.

Consideremos ahora congruencias simultaneas.

15.7 TEOREMA. Si los modulos m; y ms son primos entre si, las
congruencias

x = by(mod.my), x = by(mod.my)
tienen una solucion comun, z. Dos soluciones cualesquiera son
congruentes modulo myms.

PRUEBA. La primera congruencia tiene como soluciéon b;; la solucion mas
general es = = b; + ym; para algun entero y. Esta debe verificar la segunda
congruencia

by + ymy = ba(mod.my)
0

ymy = (by — by)(mod.my)
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como m; Y my SOn primos entre si, podemos resolver esta congruencia

por el método de (15.5).

Supongamos ahora que z y 2’ son dos soluciones del sistema, se tendra
¥ —xz=0(mod.my) y z' —x = 0(mod.my)

Como m; y my son primos entre si, la diferencia 2’ — z es divisible por

mimse. Asi que x = ' (myims).

El mismo método de resolucion se aplica a dos o mas congruencias de la

forma a;z = b;(mod.m;) con m.c.d{a;,m;} =1 y con los médulos primos

entre si dos a dos.

15.8 EJERCICIOS.

1. Demuestre las siguientes propiedades de la divisibilidad

a) n|n Vn € Z

b) dln An|mimplica djm; d,n,m € Z
c)d|n Adlm = d|(an+bm); d,n,m,a.b € Z
d

e)adlan Na # 0, = ,d|n

g) n|0 VneZ

h)Oln = n=0

i)dln An#0 = |d| <|n

j) din Anld = |d| = |n|

kydlnnd #0 = (4)|n

En lo que sigue las letras a,b,c,...z,y,2 representan numeros enteros.
Probar que las siguientes afirmaciones son verdaderas

(2) Si (a,b) =1 AclaAd|b, entonces (¢,d)) =1 ((,) = m.c.d)

3) Si (a,b) = (a,c) =1. entonces (a,bc) =1

)
)
)
) d|n = ad|an; a,d,n € Z
)
)
)
)

(

(

(

(

(
(f) 1|n Vn € 7Z
(

(
(4)
(J)
(

i (a,b) =1y sid|(a+b), entonces (a,d) = (b,d) =1

i (a,b) =1entonces (a+b,a*> —ab+b*)es 61, 6 3.

Si (a,b) = 1entonces (a",b") =1Vn > 1, Vk > 1.

8) Un numero racional ¢ con (a,b)]=1 es llamada una fraccion
reductible. Si la suma de dos fracciones reductibles es un nimero entero,
digamos ¢ 4 5 = n, probar que |a| = |d|.

(9) Para cada una de las afirmaciones siguientes dar una demostracion 6
hallar un contra-ejemplo

(a) Si b*|n y a®In A a® < b%, entonces alb.

(b) Si b*> es el cuadrado mas grande que es divisor de n, entonces
a’ln = alb
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§16 CLASES RESIDUALES

Desde la mas remota antiguedad, el hombre ha distinguido los enteros
"pares” 2,4,6,8,..., de los "impares" 1,3,5,7,.... Las siguientes leyes de
calculo entre pares e impares son también conocidas:

par+par=impa+impar=par, par+impar=impar

par - par=par - impar=par, impar - impar=impar
Estas igualdades pueden considerarse, no como teorema relativo a los
enteros ordinarios, sino como definicion de dos operaciones "adicion"y
"multiplicacién”, en una nueva algebra de los dos elementos "par" e
"impar"
Esta algebra puede también considerarse como un algebra de restos
modulo 2. Los enteros pares son aquellos que dividos por 2 dan resto 0,
mientras que los impares dan resto 1. Estos dos restos, pueden sumarse
y multiplicarse del modo ordinario, cuidando luego de reemplazar el
resultado por su resto modulo 2. Esto nos da una tabla

0+0=1+1=0 0+1=1

0-0=0-1=0 1-1=1
que en esencia es la misma tabla para pares e impares. Inversamente,
puede decirse que la igualdad 1 +1 =0 es un nuevo modo de escribir la
congruencia 1+ 1 = 0(mod.2).
Un algebra analoga J,, de nelementos, resultara partiendo de las
congruencias moédulo n. En la ultima seccién (§15) hemos visto que la
congruencia tiene las propiedades caracteristicas de la igualdad,
reflexiva, simétrica y transitiva, y las congruencias pueden ser
multiplicadas y sumadas, como las igualdades. En efecto, el teorema 15.4
muestra que si a = b(mod.n) y ¢ = d(mod.n) resulta

a+c=b+d(modn) y ac=bd(mod.n) (1)
El algebra J, de los elementos modulo n se obtiene reemplazando la
congruencia modulon por la igualdad. Segun (1) la suma y el producto de
dos enteros estan univocamente determinados con este nuevo significado
de igualdad. Cualquier entero es igual a uno de los n restantes posibles

0,1,2,...,n—1

Dos de estos restos pueden sumarse (o multiplicarse) en la forma
habitual reduciendo luego el resultado a su resto moédulo n, del que
viene a ser "igual”
Las tablas para el caso n = 5 son las siguientes
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+/0 123 4 01234
0/012 34 0/00 000
1/1 23 40 1/01 2 3 4
2123401 2/0 24 1 3
3/3401 2 310 3142
440123 40 43 21

16.1 TEOREMA. En el sistema J, de enteros médulon, son validas para la
adicion 'y multiplicacion todas las propiedades enumeradas a
continuacion:

(i) (J,,adicién) grupo abeliano

(i) (x-y)-z==x-(y-2) paratodo x,y,z € J,

() z-y=y-x para todo z,y € J,

(iv) Existe 1 € J, tal que z-1=1-z ==z paratodo z € J,

(v) z-(y+2)=x-y+x-z paratodo z,y,z € J,
y no cumple la ley de simplificacidon (*), es de notar que se entendera

x =1y siysoblosiz=y(mod.n).

(*) para la multiplicacion modulo n

PRUEBA. Acabamos de ver que dos elementos cualesquiera definen
univocamente su suma y su producto. Consideremos la ley distributiva.
Coémo
a(b+c) =ab+ac
para enteros cualesquiera se debe tener
a(b+ c) = (ab + ac)(mod.n)
que es la ley distributiva para nuestro nuevo concepto de igualdad en J,.
El mismo tipo de razonamiento se aplica a las otras leyes, que se
expresan mediante identidades entre sumas y elementos negativos. Los
primeros miembros de cada identidad son congruentes médulo n con los
segundos miembros. Por lo cual las correspondientes expresiones en
J, son iguales.
El Unico postulado que no se conserva inalterado es la ley de
simplificacion del producto. Esta ley equivale a asegurar la no existencia
de divisores de 0 en J,, asi que ab = 0 debera implicar a = 0, 6, b = 0. Pero
estas igualdades se traducen en .J, por congruencias entre enteros, de
modo que tal ley equivaldria a decir:
Si ab = 0(mod.n) entonces a = 0(mod.n) 6 b = 0(mod.n)
Esto, a su vez equivale a decir que
nlab = nla,0,n|b
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Pero esta propiedad es cierta si n es primo. Si n no es primo, admite una
descomposicion n = ab sin que njani n|b (como 6 =3-2,6|3-2 sin, 6|3 ni
6/2). Luego, en este caso J, no satisface la ley de simplificacion.

16.2 Para que la ley de simplificacién de la multiplicacion sea valida en
J,, €s necesario y suficiente que n sea un numero primo.

Hay otro modo mas sistematico para construir el algebra de los enteros
modulo n. El artificio de reemplazar congruencia por igualdad significa,
esencialmente, que todos los enteros que dan el mismo resto en su
divisiéon por n pueden agruparse y cada grupo viene a ser un "numero"
nuevo. Cada uno de tales grupos se llama una "clase residual®. Para el
moédulo 5 hay cinco clases residuales, corresponientes a los posibles
restos
0, 1, 2, 3, 4
algunas de estas clases son:

L, —14, -9, —4,1,6,11,16...}
., —13, —8,—-3,2,7,12,17,...}
=12, -7, —2,3,8,13,18,...}

QO DOe e
Il

Para cada modulo n la clase residual r, determinada por un resto r con
0 < r < n, esta formada por todos los enteros a, que dan el mismo resto r
en su divisién por n. Todos los enteros perteneciente a la misma clase,
son congruentes modulo n. Hay n clases residuales moédulo n, a saber

On, 15,20, ...,(n— 1),
Las operaciones algebraicas en J, pueden efectuarse directamente sobre
estas clases. Supongamos que la suma de dos restos r y s dan en J,un
resto ¢, o0 sea

r+ s = t(mod.n)
El mismo resultado se obtendria si en vez de tomar los restos r y s,
tomasemos otros elementos en las clases correspondientes. Si a esta en
r. Y b en s,, entonces a + b esta en la clase ¢,, que contiene a su suma ¢,
pues

a =r(modn) Nb=s(modn)=a+b=r+s=t(modn)

En general el algebra J, puede definirse como el algebra de las clases
residuales; para sumar (6 multiplicar) dos clases se eligen dos elementos
a y b representativos de estas clases y se busca la clase residual que
contiene la suma (6 al producto) de estos elementos representativos. Si a,
indica la clase residual que contiene a a, ésta puede formularse asi:

(a+D), = a,+ by, (ab), = ab,
Por ejemplo, la suma 15+ 25 = 35 de las clases residuales escritas antes
puede hallarse sumando dos elementos elegidos como representantes de
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la mismas, 6 + ( — 13) por ejemplo, obteniéndose asi ( —7), que esta en la
clase 35. Otras elecciones como

—9+4+(=3)=—12, 114+7=18, —14+17=3
daran siempre la misma suma 3;.

Las clases residuales que hemos definido mediante los restos, pueden
definirse también directamente mediante las congruencias segun el
método que sera tratado por los lectores interesados.

16.2 EJERCICIOS

(1) Resolver las siguientes congruencias

(a) 3x = 2(mod.5) (b) 2z = 4(mod.10)

(c)243x + 17 = 101(mod.725) (d) 4z 4+ 3 = 4(mod.5)

(e) 6z + 3 = 4(mod.10) (f)6x + 3 = 1(mod.10)
(2) Demostrar que la relacidon a = b(mod.m) es reflexiva y transitiva.
(3) Demostrar directamente que a =b(mod.m) y c¢=d(mod.m) implica
a+c=b+d(mod.m)Yy ac = bd(mod.m)
(4) a) Demostrar que la congruencia ax = b(mod.m) tiene solucion si y solo
si, (a,m)|b. [(,) = m.c.d]
b) Demostrar que si (a,m)|b, la congruencia tiene exactamente (a,m)
soluciones incongruentes modulo m. [Sugerencia: Dividir a,b y m por
(a,m).]
(5) Si m es entero, mostrar que m? =0 6 1(mod.m)
(6) Demostrar que z* = 35(mod.100) no tiene solucion.
(7) Demostrar que si x? = n(mod.65)tiene una solucion, también tiene
solucién x? = 65 — n(mod.65). Generalizar este resultado.
(8) Si x es un numero impar no divisible por 3, mostrar que z? = 1(mod.24)
(9) Resolver las congruencias simultanes:

a) = =2(mod.5) 3z =1(mod.8)

b) 3z = 2(mod.5) 2z = 1(mod.3)
(10) En una isla desierta, cinco hombres y un mono recogen cocos
durante el dia, y después duermen. El primer hombre se despierta y
decide tomar su parte. Divide los cocos en cinco grupos iguales, y le
sobra un coco, que lo da al mono. Después toma su parte y vuelve a
dormirse. Entonces despierta el segundo hombre, y haciendo un monton
con los cocos que quedaron, lo divide en cinco partes iguales, y le sobra
un coco, que da al mono. Sucesivamente ocurre lo mismo con cada uno
de los tres hombres restantes. Encontrar el nimero minimo de cocos que
formaban el monton original. (Sugerencia: Afadir 4 cocos).
(11) Construir las tablas de adicion y multiplicacion para J3 y Jj.
(12) Calcular en J;: (3-4)-5, 3-(4-5), 3-(44+5), 3-44+3-5
(13) Hallar todos lo divisores de cero en Jog y Joy.
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(14) Determinar exactamente el conjunto de sumas z +y y productos zxy,
para x en 4g, yen4g jComo estan relacionados los conjuntos 45 +4g y
4g - 457

(15) Demostrar la ley asociativa para la adicion de clases residuales, como
en el caso de las congruencias médulo n.

§17. NUMEROS COMPLEJOS.

Hemos llegado a nuestro ultimo paragrafo, dedicado al estudio del
sistema de los numeros complejos, el cual presentaremos, siguiendo el
formato ideado por el matematico irlandés Sir William R. Hamilton, en la
forma mas completa posible.

C = {(z1,22) € R x R/x1, 29 SON reales}
Se define en C la adicion y la multiplcacion en la forma

+ :Cx C—>C
(z,y) = o +y = (v1,72) + (Y1,92) = (1 + Y1, T2 + ¥2)
- CxC—>C
(z,y) = 2y = (1, 22) * (Y1, 92) = (T1Y1 — T2y2, T1Y2 + Tay1)

Ademas en C se define la igualdad asi
reCyeCz=y & (r1,22) = (y1,¥2) © 1 = Y1 A Ta = Yo
Tomando z € C, entonces = = (1, z2) en esta representacion

x1 es llamado la parte real de =
x9 es llamado la parte imaginaria de =

17.1 TEOREMA. Con la suma y multiplicacion asi definida en C, entonces se
tiene que C es un cuerpo. Llamado el cuerpo de los nimeros complejos.
DEMOSTRACION. (i) (C, +) es un grupo abeliano, en efecto
Gl. (z+y)+2z= (21 +y1, T2+ y2) + (21,22) = (w1 +y1) + 21, (T2 + y2) + 22)
= (x1+ (y1 +21), 22+ (Y2 + 22)) = (x1,22) + (y1 + 21, Y2 + 22)
=x+[(y1,y2) + (z1,22)] =2+ (y + 2)
G2. z+y=(v1,72) + (y1,%2) = (1 + Y1, 72 + ¥2) = (Y1 + 1, Y2 + T2)
=y, y) + (2 +x) =y +=z
G3. at+z=a & (a1,a9) + (x1,22) = (a1 + x1,a2 + x2) = (a1, a2)
por la igualdad entre parejas se tiene



J. Dario Sanchez H. MATEMATICA BASICA 84

a;+x1=a; Nag+ x9 = ay
Pero en R estas ecuaciones tienen por solucion Unica
r1 = Ty = 0
Luego z = (0,0) es el mdédulo aditivo
G4. a+x=0 < (a1,a2) + (z1,22) = (0,0) & (a1 + x1,a2 + x2) = (0,0)
por la igualdad entre parejas se recibe
a; + x1 =0 /\a2+$2:0
Cuyas soluciones en & son
Tr1 = —CL1/\ To = — Q9
Luego z = (—a;, —az) = —a teniéndose la invertiva de la adicidn
(i7) (C,+) es también un grupo abeliano, efectivamente se tiene que:
Gl. (z-y) z=[(z1,22) - (y1,92)] - (21, 22) = (T1Y1 — Tay2, T1y2 + T2y1) (21, 22)
= (w191 — T2y2)21 — (1Y + T2y1) 22, (T1Y1 — T2Y2)22 + (T1y2 + T291)2,)
= (T1y121 — T2Y221 — T1Y222 — T2Y122, T1Y122 — TaYa2s + T1Y221 + Tay121) (1)
Por otra parte tenemos
r(yz) = (w1, 22)[(y1,42) - (21, 22)] = (w1, 22) (Y121 — Y222, Y122 + Y221)
= (z1(y121 — Y222) — X2(Y122 + Y221), T1(Y122 + Y221) + T2(Y121 — Y222))
= (mym — X1Y222 — TY122 — X2Y221, T1Y122 + T1Y221 + ToY121 — $2y222) (2)
comparando (1) y (2), y usando la definicion de igualdad se concluye que
(@ y) z=x-(y-2)
G2. z-y=(21,22) (y1,92) = (T1y1 — Taya, T1y2 + Tay1) =
= (Y171 — Y22, Y21 + Y122)
= (y1,92) - (x1,22) =y - @
teniéndose la abelianidad del producto.
G3. Calculo del moédulo multiplicativo. Suponiendo a # 0;
a-r=a< (a,a)(x1,x2) = (a1,a)
lo cual es completamente equivalente a
(11 — asxe, a1z + agzy) = (ay,as)
de donde se desprende el siguiente sistema simultaneo de ecuaciones
lineales
11 — AT = a1
a1T2 + asx1 = a9
el cual resolvemos por el método de eliminacién
a1a92x1 — CL%CIJQ = a1as
— a1a2x1 — CL%JZQ = —ai1a2
entonces
-(a? +a3)zy =0
como a? + a3 # 0, pues a # 0, en general se tiene que z, = 0.
Ahora
a%a:l — 129 = a%
a%a:l + ar1a0x9 = a%
entonces recibimos
(@ +a3)ry =al+a3 =2 =1
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asi z = (1,0) es el moédulo multiplicativo.
G4. Dado a # 0 calculemos su inverso multiplicativo;
a-z=(1,0) & (a1, a2)(z1,22) = (1,0)
lo cual podemos también escribir asi
(alazl — a9, A1T9 + a2x1)=(1, 0)
de la definicidon de igualdad, recibimos el siguiente sistema simultaneo de
ecuaciones
a1r1 — a9 = 1
ai1Ty + asx; =0
usando el método de eliminacién tenemos
CL%.I‘l — A1G02T2 = Gy
a%xl + ajasxy =0
de donde se tiene

(af +ad)zr =a1 & == praw:
y por otra parte
S e v
asi
m= (g — ) = (0,0) " =a!
1 2 1 1

(i4i) Se tiene la ley distributiva, en efecto
z(y + 2) = (@1, 22)[(y1,y2) + (21, 22)] = (T1, 22) (Y1 + 21, Y2 + 22)
= (z1(y1 + z1) — @2 (y2 + 22), x1(y2 + 22) + x2(y1 + 21))
= (z1y1 + 2121 — T2y — Xa22, T1Y2 + T122 + Toy1 + Ta21)
Ahora, por otro lado
xy +xz = (21, 22) (Y1, Y2) + (21, 22) (21, 29) =
= (T1y1 — T2y, T1Y2 + Tay1) + (T121 — Tazo, T122 + Ta21)
= (x1y1 — oY + T121 — XT22a, T1Y2 + Toy1 + T122 + T221)
De la definicion de igualdad se sigue que
x(y+2) = xy+ xz.
O

17.2 VALOR ABSOLUTO DE UN NUMERO COMPLEJO

Vamos a generalizar el concepto de valor absoluto dado para los
numeros reales

17.2.1 DEFINICION. Si z = (z1,72), entonces definimos el mdédulo o valor
absoluto de x, como el numero real no negativo |z| dado por

@] = V/at + 23

17.2.2 TEOREMA. El valor absoluto asi definido cumple las siguientes
propiedades
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(a) [(0,0)| =0, y |z|>0si z#0
(b) |zy| = |z||y| para todo z,y € C
(c) g‘—m Siy#0

(d) (x1,0)] = [21]

DEMOSTRACION. Las igualdades (a) y (d) son inmediatas
Para demostrar (b) escribimos = = (z1,z2), y = (y1,y2) asi que
Ty = (»’Ulyl — TaY2,T1Y2 + iEle)
obteniendo
lwyl? = (2191 — 22y2)” + (2192 + 2291)°
= oYy + 23y5 + 2tys + 23yt = (@7 + 23) (Ui + 3)
= [z||y[?
La ecuacion (¢) puede deducirse de (b) escribiéndola de la forma
|z = lyl|5
Geométricamente, |z| representa la longitud del segmento que une el
origen con el puntoxz. Mas generalmente, |z — y| es la distancia entre los

puntos zy y colocados en un plano cartesiano.
O

17.2.3 DEFINICION. Si a € ® entonces a puede considerarse como un
numero complejo imponiendo la identificacion

a = (a,0)
en esta forma R C C, diciéndose que los reales quedan encajados dentro
de los complejos.

17.2.4 TEOREMA. La ecuacion z? = (—1,0) = — 1 tiene por solucién a (0,1)
y (07 - 1)

PRUEBA. Efectivamente, supongamos que = = (x1,z2) y que
22 = (z1,29) (21, 29) = — 1 =(—1,0)
Por la definicion de multiplicacion se recibe
(2?2 — 22, 21129) = (—1,0)
de donde se desprende el siguiente sistema cuadratico

v —ax5= —1
2:1/‘1I2 =0
la segunda de estas dos ecuaciones afirma que
xr1 = 0 C,) To = 0

Si x; =0 en la primera ecuacion se tiene
MB=1lea,= +1
en este caso se tendria que
x=(0,1) O x=(0, —1)
que son las dos soluciones deseadas.
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Si zy = 0, entonces de la primera ecuaciéon tendriamos
1=-1
T =
como z; € R, esta ecuacién no tiene solucion.
O

17.2.6 DEFINICION. Es universalmente denotado el numero complejo (0,1),
solucion de z2 = — 1, con la letra i, asi
i=(0,1).
En esta forma si z € C se sigue de 17.2.4 que
r = (xl,l‘z) = ($1,0) + (0,%2) =+ (CL'Q,O)(O, 1)
T = x1 + Tot
que es la forma clasica para un nadmero complejo.

En esta forma si z € C ( se dice si z es un numero complejo ) entonces
x = (a,b) =a+1ib
aes llamado la parte real y se nota

a = Rex
b se le llama la parte imaginaria y se le nota
b= Imx

Una primera operacién que se define en C, es llamada conjugacion la
cual consiste en cambiarle el signo a la parte imaginaria , es decir,

conj : C—C )
z=a+ib—zZ=a—1b

Son propiedades de la conjugacién las siguientes:
. zw=Zzxw

17.2.7 Siz y y son numeros complejos, tenemos

[z +y| < [z|+ [yl
PRUEBA. Como no contamos con la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
procedemos en la siguiente forma:
Sean z,ye€ C entonces x= (z1,22) Ay = (y1,y2) €CON Z1,%2,Y1,Yys €N
entonces x1y; — z2y; € R por los postulados de R se sigue que

(2192 — zay1)” > 0
de donde

TiY3 — 2T1y122y2 + T3Y; > 0

& 2m1z9y1ye < TY5 + 25Y]
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& wiyi + 2012219 + v3yy < xiyt + atys + w3yt + wiys
& (z1y1 + 22y2)” < (2 + 23) (Y7 + v3)
Tomando raiz cuadrada a los dos lados tenemos
ziy + w2y2 </ (2f + 23) (] + 43)
& 2(ziy1 + waya) < 2(V/ (@ + 23) (0] + v3))
sumando cantidades iguales la desigualdad se mantiene
i + @)+ 2(1y1 +2ye) +yf +yy < af a2+ 2(/ (@] + 23) (Y +3)) + i+ v
Esta desigualdad la podemos transformar en la forma equivalente
siguiente
(=] + 22191 + 7) + (23 + 22992 + 45) <
2 2
< (Vat+a3)" +2(/ (2] +23) (i +93)) + (Vi +2y§)
S (@ +u)’ + (@ +y)’ < (Vad + 23+ Vi +43)
S (@1 + g1, 22+ 32)* < (@1, 22)] + |(y1,92)])
Tomando raiz cuadrada llegamos a la desigualdad deseada
[z +y| < [z|+ [yl
Esta desigualdad es conocida como la desigualdad triangular
O

17.3 IMPOSIBILIDAD DE ORDENAR LOS NUMEROS COMPLEJOS

Todavia no hemos definido una relacion de la forma z <y si z y y son
numeros complejos arbitrarios, por la razén de que es imposible dar una
definicibn de < para numeros complejos que posea todas las
propiedades expresadas por los axiomas O1, 02, AO1, y AO2 dadas en
9.5.
Para justificarlo, supongamos que fuera posible definir una relacion de
orden < que cumpliera los axiomas 0O1,02,A01, y AO2. Entonces,
puesto que i # 0, tendriamos, o bien

i>0 o) i <0
segun el axioma de tricotomia. Supongamos i > 0.
Tomando x = y = 7 y segun AO2 tendriamos

i >0

pero i2= —1,asi —1>0, sumando 1 a los dos miembros llegariamos a
que 0 > 1, lo cual es contradictorio. Por lo tanto el supuesto i >0 nos
lleva a una contradiccion. Un razonamiento parecido demuestra que no
podemos tomar i < 0. Por lo tanto, los numeros complejos no pueden ser
ordenados de manera que los axiomas O1, 02, AO1 y AO2 se satisfagan.

17.4 EXPONENCIALES COMPLEJOS

La exponencial e” (x € ) es dada por la serie
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e =1+a+ia? + 4+ 4o T

Queremos ahora definir ¢*, cuando z es un numero complejo. Vamos a
hacerlo de manera que las propiedades principales de la funcién
exponencial real se conserven. Las citadas propiedades para x € R vienen
dadas por la ley de exponentes

eflet? — ea?1+x2
y por el hecho de que

e =1

Daremos una definicion de e* para z complejo que conserve tales
propiedades y que se reduzca a la exponencial ordinaria cuando z es
real.
Si escribimos z =z +iy (z,y € R), con objeto de que se mantenga la ley
de exponentes, es necesario que sea

ex+7ﬁy — exez'y
Queda por definir lo que significa e™.

17.4.1 DEFINICION. Si z =2+ iy, definimos e =e** como el namero
complejo
e” = e’ (cosy +isiny).

Tal definiciéon coincide claramente con la funcién exponencial ordinaria
cuando z es real ( esto es, y=0). Tenemos ahora que la ley de
exponentes se cumple.

17.4.2 TEOREMA. Si z; = x1 +iy; A 22 = T2 + iyo SON numeros complejos, se

verifica
621+22 = e¥le*2

PRUEBA. e* = e”'(c0Sy; + iSiny;)
e” = e™(CoS Yy + iSin o)
ele® = e™e™2[C0S y1C0S Yo — SiNy1Sinys + (COS y1SiNYs + Siny1Sinys)]
Ahora bien: e%1e® = e®1 %2 puesto que z; Y x2 Son reales. Asi mismo,
COS 4/1COS 15 — SiN 1 SiNY,=C0s(y1 + )
y
CoS y1Sinys + Sinyysinys = sin(y; + )
Yy por consiguiente
efle” = e 72[cos(y; + ya) + iSiN(y1 + yo)] = €712
O

Ahora vamos a obtener algunas propiedades importantes de Ila
exponencial compleja.

17.4.3 TEOREMA. ¢e? hunca es cero
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PRUEBA. c’e * = ¢’ = 1. Luego e* no puede ser cero.
O

17.4.4 TEOREMA. Si z es real, entonces |e| = 1.
PRUEBA. |¢™|> = cos?z + sinz = 1y |e™| > 0.
[l

17.4.5 TEOREMA. ¢* = 1, si z es multiplo entero de 27, y reciprocamente.

PRUEBA. Si z = 2min, siendo n entero, entonces

e = cos(2mn) +isin(2mn) = 1
Inversamente, supongamos que e =1 A z=z+1iy. Esto significa que
ecosy =1 y e"sing = 0. Ya que e’ # 0, es necesario que siny=0< y=kw
siendo &k un nimero entero. Pero cos(kr)=(—1)". Por lo tanto
e*cos(kw) = 1. Siendo por otra parte ¢* >0, k debe ser par, es decir,
y = 27n. Por eso ¢* = 1 luego x = 0. El teorema esta probado.
O

17.4.6 TEOREMA e*' =™, Si 2 — 29 = 2min (n € Z) y reciprocamente.
PRUEBA. Si et = e*, entonces e %2 =1y de 17.4.5 se tiene z; — 2o = 27in.
Inversamente si z; — zo = 27min entonces e* % = 2™ = | = % = e»

O

17.5 ARGUMENTO DE UN NUMERO COMPLEJO

Si el punto z = (x,y) = x + yi se representa en coordenadas polaresr y 6,
podemos escribir x = rcosf y y = rsin6, es decir

Z =(xy)

r=lz|

— <

0

«— X— |

z = rcosf + isind
Los dos numeros r y 6 determinan univocamente a z. Inversamente el
numero positivo r viene determinado univocamente por z pues r = |z|. Sin
embargo , z determina el angulo 6 salvo multiplos de 27. Existen una
infinidad de valores de 6 que satisfacen las ecuaciones
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x =|z|cosf, y=|z|sind
pero, naturalmente, dos cualesquiera de ellos difieren en un multiplo de
27. Cada uno de estos valores de # es un argumento de = pero uno de
ellos se distingue y se llama el argumento principal de -.

17.5.1 DEFINICION. Sea z = z + iy un numero complejo no nulo. El nimero
real Unico 6 que satisface las condiciones
x = |z|cos ¥, y = |z|sin@ —m<O0< +
se llama el argumento principal de z, y se representa por
f=arg(z)
La anterior discusién origina inmediatamente el siguiente teorema.

17.5.2 TEOREMA. Todo numero complejo z # 0 puede ponerse en la forma
z=re’, donde r = |z| y 6 = arg(z) + 27mn, siendo n un nimero entero.

NOTA. Tal método de representacion de los numeros complejos es
especialmente util en relacion con la multiplicacion y la divisién, pues
tenemos

(rlewl) (rgew‘z) = ryroeifitta)

retft

e _n ei(el_HZ)

To€'%2 T2

17.5.3 TEOREMA. Si 2129 # 0, se verifica
arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z2) + 2mn(z1, z2)

donde
0 si —m<arg(z) +arg(z) <
n(z1,22) =< 1 si  —2m<arg(z)+arg(z) < —=
—1 si m < arg(zy) +arg(z) < 2w

PRUEBA. Pongamos z; = |z1]e®, 2o = |z]e™®, donde 6, = arg(z;) y 0, = arg(zs).
Entonces z1z; = |z129]e’®*%). Puesto que —nw<6 <7y —7m<by<m,
tenemos

—2r < 01+ 0y <27
Este entero n es precisamente el entero n(z;,z,) ( existe n tal que
— 1 <0;+060;+2mn <) dado en el enunciado del teorema, y para él
tenemos

arg(zl, 22) = 61 + ‘92 + 2mn.
O

17.6 POTENCIAS ENTERAS Y RAICES DE NUMEROS COMPLEJOS

17.6.1 DEFINICION. Dados un numero complejo y un entero n, definimos la
potencia n-ésima de z asi
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n+l _ n

O:1

z , z 2" sin>0
2= (7" Sin>0yz#0
17.6.2 TEOREMA. Dados dos enteros m y n, tenemos
anm — Zn—i—m y (leg)n — Z{"ZS’

17.6.3 TEOREMA. Si 2z #0, y nes un entero positivo, existen exactamente
n numeros distintos z, 21, ..., z,_1 (Ilamados raices n-ésimas de z). tales
que
zp =z, para £=0,1,2,...,n—1
Ademas, estas raices se obtienen utilizando las férmulas
2z =Re® donde R=|z|v y 6, =202 4 20k (=0 .. n-—1)

n n

NOTA. Las nraices n-ésimas son los vértices de un poligono regular
inscrito en el circulo de radio r = |z|# y centro en el origen.

PRUEBA. Los n nimeros complejos Re?, 0 < k < n — 1, son distintos y cada
uno es una raiz n-ésima de z, ya que
(Rez‘ak)n — Rneinfr — |Z|€i[arg(z)+2ﬂ'k} = 5

Demostremos ahora que no existen otras raices n-ésimas dez.
Admitamos que w = Ae™® es un complejo tal que w" = 2.
En tal caso |w|® = |z|, y por lo tanto A" = |z|, A = |z|+. Por consiguiente, de
w" =z se deduce

e = ) que implica na — arg(z) = 27k

luego
arg(z)+2nk
n

Pero mientras k£ va recorriendo todos los valores enteros, w toma
s6lamente los valores distintos 2y, z1,..., 2,1 -
O

o =

17.7 LOGARITMOS COMPLEJOS

Segun hemos visto e* nunca es cero. Es natural preguntar si existen otros
valores que e* no pueda alcanzar. El préximo teorema demuestra que el
Unico valor excepcional es el cero.

17.7.1 TEOREMA. Si z es un numero complejo distinto de cero existen
numeros complejos w tales que ¢“ =z. Uno de tales w es el numero
complejo
log|z| + iarg(z)
y todos los demas tienen la forma
log|z| + arg(z) + 2nmi (neZ)
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PRUEBA. Ya que
elog\zlﬂ‘arg(z) — elog|z\eiarg(z) — |Z|6iarg(z) — 5
vemos que
w = log|z| + iarg(z)
es una solucién de la ecuacién e¢“ = z. Pero si w; es alguna otra solucion,
entonces
eV=e" s e =1 w —w=2nm
asi
wy = log|z| + iarg(z) + 2nmi.
O

17.7.2 DEFINICION. Sea z # 0 un numero complejo dado. Si w es un
numero complejo tal que e¥ = z, entonces w es llamado un logaritmo de
z. El valor particular de w dado por

w = log|z| + iarg(z)
se denomina el logaritmo principal de z, y se representara simplemente
por

w = Log(z)

17.7.3 TEOREMA. Si 2129 # 0, se verifica que
Log(z129) = Log(z1) + Log(z2) + 2min(z1, 22)

PRUEBA. Log(z122) = log|z1 22| + targ(z122)
log|z1| + log|ze| + i[arg(z1) + arg(zz) + 2mn(z122)]

m—)

17.

.3
{log|z1| + darg(z1)} + {log(z2) + iarg(zq)} + 2mwin(z1, 22)
Log(z1) + Log(zs2) + 2min(z1, 22)-

O
17.8 POTENCIAS COMPLEJAS

Utilizando logaritmos complejos podemos ahora dar una definicion de
potencias complejas de numeros complejos.

17.8.1 DEFINICION. Si z # 0y si w es cualquier nimero complejo definimos
LW — ewLog(z).

EJEMPLOS (1) i’ = e/Lo9() = ¢i(i5) = =3
(2) (_ 1)1 — eiLog(fl) — e’i(iﬂ') — e T

(3)Si nes un numero entero, entonces
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n+1 n+1)Log(z) — enLog(z)eLog(z)

2" = el =2"z

17.8.2 TEOREMA. z%1zW2 = zwitws

PRUEBA. Zwl+w2 _ 6(11)1+'u12)L()g(z) _ ewlLog(z)erLog(z) — W1 Wy

O

W LW 27N

17.8.3 TEOREMA. (z129)" = zi'zle
donde n(z1, 22) es el entero dado en 17.5.3

(21,22)

PRUEBA. (Z122>w — eu;Log(zlzz) — 6111[L()g(21)+L()g(z2)+27r'11n(21722)]

— ewLog(21)+wLog(zz)+2ﬂiwn(zl722) — ewLog(zl)ewLog(ZQ)e%riwn(zl,zz)
W W, 27N

—_ (Zl 22)
=z{'zye

O

17.9 EJERCICIOS.

(1)Halle Log(7)
(2) Halle Log( — i)
(3) Demestre que Log( — 1) = mi
(4) Demuestre que si z € ® y = > 0 entonces logz = Log(x)
(5) Pruebe que Log(1 +1) = log\/2 + T
(6) Demostrar que
a) |zP=2-% b) z+Z = 2Rez c)z—2z=2Imz
d)z+w=zZ+wW €)Y 2= %k fle?=e™ HeR
k=1 k=1
9 zZ=2z2 h)|z| = || i)e? =1, HeR
pro-zw 0 (da)-fa  0G)-3
k=1 k=1
) ]21- 2| = |z - |z m)| [Tz =T1lzl n)[2] = 5, w#0
k=1 k=1
f) |z +w| < |z + [wl 0) |2] = Jw| < [z F w| <[] + |w]
p)Si |z| > |w| entonces ww‘ <5 |_|w‘

n
q) <>zl
k=1 k=1

) VI + |wl? < z] + [l

(7) Encuentre los vértices de un poligono regular de n lados, si su centro

(por induccién)

8) 2= w]? + |z + w2 = 2(|wf2 + [2]?)

esta en z = 0 y uno de sus vértices es z.

(8) Calcular:
a) V1 b) v/ —1
e) Vi f) V(2 + 4i)

i) (5 +12¢)57 76—

c)
9)
12i

(5+ 120)'a) (5H20)™ |
log( — €?) h) log( — e’)
)6+7’L k’) ( _5 + 12i)6+7z
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1
i

D(=5—12)"  m)log(5 + 12i) n)ii

i) (2i)? 0) 7

(9) Resolver las ecuaciones:
a)logz =% b)logz=1+3m c)e+i=0
d)e*+i=0 e)coshz = 6 f)sinz =2

(10) Hallar el conjunto de puntos del plano que determinan cada una de
las siguientes relaciones:

a)Rez? <0 b)F<argz < Z  ¢)[z—-3i[=5 d)|z—3i|=5
e)|lz—3i| >5 [lz=3]+]2+3=8 9lz—al=r,acC,r>0
R)Imzt< -3 i)z+22=1 )5< |23 <8

k)z=3i+5e",  §e]0,2n] Dlz—3|-|z+2]>8

) Imz* >0 0)0<TImz<3 pRezt<0

[
(11) Resolver las ecuaciones

a)2? =322 +32+8=0  b)2z'+4224+62°+42+10=0

c)cosx + isinx = sinz +icosx, parazx € R
(12) ¢En qué vector (nimero) se transforma el vector (nimero) 2 +i\/3
después de una rotacionde (1)5,  (2)de — 77
(13) Demostrar que si z = z +iy entonces z = 2=, y = 2=
(14) Escribir en forma compleja y determinar el conjunto de puntos dado
por cada una de las siguientes relaciones:

a) y=x b)y=mx+b, mbeR,fijos, z,yeR

c) 2 +y* =d?, x,y € R,a real fijo

d) 2> +y?> —2ax =0 z,y € R, a real fijo

e) %—Fz—;:l, z,yeR,a>0,b>0

(15) Demostrar que

71+171
1+z+22+z3+---+z"={zzl’ 271
n+1 ., z=1

(16) A partir del ejercicio 15, demostrar que
n Hej 0
1 + cosf + c0s26 + --- + cosnf = ms?ezf‘#, 0 + 2km, k€ Z
(17) Demostrar que

a)arcsin z = ilog (z’z +V1- 22)

b) arccos z = — ilog (z + V22— 1)

1 i+z
c)arctan z = £log(“=)

)
d) arccosh z = log (z + V22— 1)
e)arcsinh z = log (z + 22+ 1)

f)arctanh z = 3log(1%2)

g) |cos?z| = cos’x + sinh?y, z=x+iy.
(18) Si 1,w,w? son raices clubicas de 1, probar que

) (1+uw) =w, conw#l



J. Dario Sanchez H. MATEMATICA BASICA 96

i) (1—w)(l—w?)(1-w)(1-w’)=9, w#l

(sugerencia 1+w+w?=0, w#1)
(19) Probar o refutar cada una de las siguientes afirmaciones (justifique la
respuesta).

(a) | e”] =1, zeC (b)eiz =e”*, z€C
(c)cos’z +sin*z=1, zeC (d)[sinz| <1, zeC
(e) sinz =sinz, zeC.

(20) Probar que  cos560 = 6¢0s’d — 20c0s®d + 5cosf
(21) La distancia entre dos numeros complejos z y w se define por
d(z,w) = |z — w|. Demostrar que d es una métrica sobre C, esto es, para
todo w, z,t € C

(a) d(w,z) = d(z,w)

(b) d(w, z) < d(w,t) + d(t, 2)

(¢)d(w,z) >0, y,d(w,z) =0, cuando w = z
(22) Demostrar que en general (am)% + (a%)m. Si m y n son numeros

1
7

primos relativos se tiene que (a™)" = (a%)m y por lo tanto
(am)% — (a%)mei%(6+2kﬂ), 0<k<n

Sugerencia : Tome a = (— 1)i
(23) Demostrar que para el valor principal en general se tienen las
siguientes desigualdades:

(a) (w2)" # wz" () ()" # %, 2#0

(c) logz® # alogz (d) (z%)° £ 22
(24) Supéngase que 2,290,235 sSon tres numeros complejos tales que
|21 = |22| = |23 =1y 21+ 20+ 23=0. Demostrar que 2z, 2,23 son los
vértices de un triangulo equilatero inscrito en la circunferencia unitaria.
(25) Determinar los puntos z = z + iy del plano complejo que satisface la
desigualdad |z — 1| < 2|z + 1].
(26) Sea P(z) =ap2z"+a12" '+ a2 ?+---+a, un polinomio de grado
n > 1y de coeficientes reales. Demostrar, que si « es una raiz de P(z) =0,
entonces @ lo es también.
(27) Demostrar que los puntos z = x + iy que satisfacen |z + 1| <4 — |z — 1
son los puntos, interiores a la elipse f”f + @3—2 =1 o pertenecen a ella.
(28) Probar que si 2, es una raiz cibica de un nimero z, y si 1, w,w? son
las raices cubicas de la unidad, entonces 2z, zw,zw?> son las raices
cubicas de 2. Partase de este resultado para determinar las raices cubicas
de -8.
(29) Encuentre la ecuacion de la elipse con focos +i que pasa por el
punto 1 +i. En geometria analitica, jcual es la formula correspondiente?.
(30) Encuentre la hipérbola con focos 1 e i que pasa por el origen. ;Cual
es la formula correspondiente en geometria analitica?.
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(31) Encuentre la parabola de foco 1+: y con la resta Rez+JImz=0
como directriz.

(32) Escriba en forma compleja la ecuacién general de una hipérbola con
focos a y b.

(33) Pruebe que |z| < |Rez| + |Tmz| < /2|2

BIBLIOGRAFIA

[1] Allendoerfer C. and Oakley C.O., Principles of Mathematics. McGraw-
hill book Company. (1963)

[2] Apostol Tom.M., Analisis Matemadtico. Editorial Reverté. (1957)

[3] Apostol Tom.M.,/ntroduction to Analytic Number Theory. Springer-
Verlag. New York Heidelberg Berlin.

[4] Birkhoff y MaclLane, Algebra Moderna. Editorial Teide. Barcelona,
(1960)

[5] Burnett R. Toskey. College Algebra a Modern Approach. Addison-
Wesley P.C. (1962)

[6] Marifo Rafael, Fundamentos de Matematicas. Universidad Nacional de
Colombia. (1966)

[7]Mufioz. J.M., /Introduccion a la teoria de conjuntos. Universidad
Nacional de Colombia. (1994)

[8] Mufioz.J.M 'y Sanchez.).D., Precdlculo. Universidad Nacional de
Colombia.(1992)

[8] Neal H. McCoy, /ntroduction to Modern Algebra. Boston. Allyn and
Bacon. Inc. (1961).

JLAKNA JIIID O

Espero que el lector haya obtenido algun provecho de este trabajo en el aprendizaje
de la matemdtica avanzada. En esta forma se completa la parte del Algebra
propuesta en este proyecto de aprendizaje en matemdtica avanzada. EXitos y
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llegar a:
danojuanos@hotmail.com,
danojuanos@tutopia.com

Agradezco a Esperanza y Nohora el tiempo que dedicaron a revisar el castellano para que no se

fueran tantos errores ya que el programa que uso para la escritura no tiene corrector .
Copyright© Dario Sdnchez Herndndez



