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Luego de algunos años de profundas reflexiones y enredado en mis labores como
docente logré llegar a una solución del problema que me había propuesto y que en
una conferencia del primer encuentro de Topología había expuesto. Quiero
aprovechar este trabajo de matemáticas virtuales para mostrar la solución a que se
llegó, sin descartar posibles errores en la presentación de la maquinaria utilizada en
la prueba. El espiritu de este aporte no se separa de la idea fundamental que me he
propuesto desde el principio, consistente en presentar problemas con el fin de que
el amable cibernauta obtenga ideas que lo lleven a una mejor formación en el
campo de la matemática.

"ÞVARIACIONES SOBRE  FUNCIONES PERIÓDICAS.

Iniciamos este aporte recordando algunos resultados que ya habiamos
estudiado de  variaciones sobre funciones periódicas.
Sea     una función vectorial -periódica, estas funciones0 À d d #⎯→ R 1

pueden identificarse con aplicaciones del círculo unitario  en .W d" R

Consideremos el espacio funcional
          es indefinidamente diferenciableG W ßd œ 0 À W d à 0_ " R " Rˆ ‰ ˜ ™⎯→
en este espacio se tienen los siguientes productos internos
  a b a b a b'0ß 1 œ Ø0 > ß 1 > Ù.>! !

#1

  a b a b a b a ba b0ß 1 œ H0ßH1  0ß 1 œ " H 0ß 1" ! ! !
#

y las normas dadas por
     l l a b l l a b l l e fa b l l0 œ 0ß 0 ß 0 œ 0ß 0 ß 0 œ 0ß 1 à 1 œ "! " " " ! "

# # sup
se construyen los siguientes espacios de Sobolev
  -completado de L œ Þ G W ßd" "

_ " Rl l ˆ ‰
  -completado de L œ Þ G W ßd! !

_ " Rl l ˆ ‰
  -completado de L œ Þ G W ßd" "

_ " Rl l ˆ ‰
teniéndose que
  L § L § L" ! "

Además las aplicaciones canónicas
    y ,     3 À L L ß 3 À L L" " ! ! ! "⎯→ ⎯→
son funciones completamente continuas (la demostración de esta última
afirmación puede verse en o en .Ò*Ó Ò"'ÓÑ

PROPOSICIÓN 1. El producto interno   es representable por una bÞ À L d! "⎯→
potencial convexo.
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DEMOSTRACIÓN. Por el teorema de Lax Milgram (lea cuidadosamente los
problema 145 y 146 en ecuaciones diferenciales de mi trabajo en
matemática virtual [20]), como el producto interno  es una formaa bß !

bilineal de  entonces existe un operador completamente continuoL"

K À L L" "⎯→  tal que
   .a b a b0ß 1 œ K0ß 1! "

Sin utilizar el teorema de Lax Milgram, basta recordar el teorema de
representación de Riesz: sea  (  podría ser  una aplicaciónJ À L d J ß Ñ⎯→ a b!
lineal continua, entonces existe un único  tal que  para1 − L J 0 œ Ø0ß 1Ù! !a b
todo ; en particular existe  tal que  entonces0 − L 2 − L 0ß 1 œ 2ß 1" "a b a b

!

existe     dado por . En este caso es frecuente afirmarK À L L K 0 œ 2" "⎯→ a b
que se ha construido un operador de Green.
Se tiene entonces que  resulta ser un espacio de Hilbert con productoL"

interno dado pora b a b a b" 0ß 1 œ K0ß 1   ." !

También  es el dual de  según el producto interno , esto es siL L ß" " !a b
6 À L d 2 − L" " "⎯→ ,  existe  tal quea b a b a b a b# 6 0 œ 2 ß 0 œ K2 ß 0   ." "! "

PROPOSICIÓN 2. . El operador    es biyectivo"  H À L L#
" "⎯→

DEMOSTRACIÓN. Por la proposición 1 el operador de Green , allíK
construido por el teorema de extensión de Tietze, puede extenderse de
L L " H" "

# a  y tiene a  como inverso

   
En efecto se tiene  para todo 1 − L"

  a b a b a ba b a b0ß 1 œ " H 0ß 1 œ K " H 0ß 1" ! "
# #

de donde se concluye que  para todo .K " H 0 œ 0 0 − La b# "

Por otra parte
 a b a b a ba b c d c da b a ba b"  H K0ß 1 œ K " H K0 ß 1 œ K K " H K0 ß 1# # #

" ! "

    œ K K0 ß 1 œ K0ß 1 œ 0ß 1a b a b a ba b " ! "

de donde tenemos
     a b"  H K0 œ 0#

para todo .0 − L"

Estamos en condiciones de analizar el comportamiento de un potencial
convexo para campos periódicos y más exactamente en  se tiene.L"
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DEFINICIÓN 3. Sea  una función de clase  en . El gradiente de  en ,I G L I 0"
"

f I L"
0 ", es un vector en  definido pora b a b a b$ f I ß 1 œ .I 1   ."

0 0"

Tenemos para  fijo que, la aplicación0
    .I À L d

1 .I 1
0

0

⎯→
È a b

es una función lineal continua en por ser  el dual de  se sigueL ß L L" " "

de  que existe  tal quea b a b# 2 œ f I 0"
!

  .I 1 œ 2 ß 1 œ f I 0 ß 1 œ Kf I 0 ß 10 " ! ! "
! !a b a b a b a ba b a b

entonces tenemos quea b a b a b% f I 0 œ Kf I 0                  ." !

# L. CÁLCULO VARIACIONAL EN ."

Consideremos en particular en  las siguientes funcionesL"

      I À L d
0 I 0 œ Z 0 > .>

"

!
#

⎯→
È a b a b' a b1

      N À L d
0 N 0 œ 0 > 0 > .>

"
"
# !

# w w
⎯→
È a b a b' a b a b1 ß

      
 .

J À L d
0 J 0 œ Z 0 > .>
3 "

3 3!
#

⎯→
È a b a b' a b1

Ð3Ñ I 0Calculemos la primera variación de en 
 .I 0 1 œ Z 0 >  1 > .> œ .> œa ba b a bŠ ‹ Š ‹' 'a b a b.

. `! !
# #

! œ!

` Z 0 >  1 >
% %

1 1 %

%
% a ba ba b a b

  œ f Z 0 >  1 > † 1 0 .> œ f Z 0 > † 1 > .> œ' 'e f a b a ba b a b a ba b a b! !
# #! !

œ!
1 1

%%

  .œ f Z 0 > ß 1 >a ba b a ba b!
!

Luego
 para todo a b a b a ba b a b a b a bKf I 0 ß 1 œ f I 0 ß 1 œ f Z 0 ß 1 > 1 − L! " !

! " ! "

entonces
    Kf I 0 œ f Z 0! !a b a b
 y esto implica quea b a b a b& f I 0 œ f Z 0      ." !

Ð33Ñ NEn la misma forma calculemos la primera variación para 
  .N 1 œ 0 >  1 > † 0 >  1 > .>0

. "
. # !

# w w w w

œ!
a b a b a bŠ ‹' a b a b a b a b

%

1

%
% %

  œ 0 > † 0 Ð>  # 0 > † 1 >  1 > † 1 > Ñ.>" .
# .!

# w w w w # w w

œ!
Š ‹' a b a b a b a b a ba b1

% %
% %

  œ #0 > † 1 >  # 1 > † 1 > .>"
# !

# w w w w
œ!

' e fa b a b a b a b1
%%

  .œ 0 > † 1 > .>' a b a b!
# w w1

Integrando por partes se tiene
 .N 1 œ 0 > 1 >  0 > 1 > .> œ  H 0ß 10

w ww #
!

#

!
#

!a b a b a b a b a b a b¸ '1 1

entoncesa b a b' f N 0 œ H 0    .! #
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Ahora , además se debe tener por  la proposición 2 quef N 0 œ Kf N 0" !a b a b
   ,K " H 0 œ 0a b#
o sea  lo cual es equivalente a ,K0 K H 0 œ 0 K0  Kf N 0 œ 0a b a b# !

entoncesa b a b a b( f N 0 œ Kf N 0 œ 0  K0     ." !

a b333 Igualmente se tiene
 , entonces .a b a b a b a ba b a bf J 0 ß B œ Z ß B f J 0 œ Z 0! !

3 4 34 4 3 34! ! 4

En efecto
 a b a ba b a ba b a bŠ ‹'f J 0 ß B œ .J 0 B œ Z 0 0  B .> œ!

3 4 3 4 3 4!
.
. !

#

œ!%

1

%
%

 .œ Z 0 >  B † B .> œ Z 0 > † B > .> œ Z 0 ß B' 'a b a b a b a ba b a b a ba b! !
# #

34 4 4 34 4 34 4œ! !
1 1

%%

de  donde
            .a b a ba bf J 0 œ Z 0!

3 344

$Þ ENUNCIADO Y DESARROLLO DEL PROBLEMA

Paul H. Rabinowitz presenta en 13 ,  la existencia de una soluciónc d
periódica del sistema Hamiltoniano de ecuaciones diferenciales ordinarias
     .: .;

.> .>; :œ L ß œ L

donde y . El resultado principal trabajado porL − G Ðd ßdÑ :ß ; − d" #R R

Rabinowitz es el siguiente:

TEOREMA . "de Rabinowitz Sea  , supóngase queL − G Ðd ßdÑ" #R

a b a bL" , Á ! L , W para algún ,  es radialmente homeomorfo a ," #R"

a b a b a bL# ßL Ð Ñ Á ! − L ,  para .0 0 0D d
"

#R

Entonces el sistema hamiltoniano
   .D

.> Dœ ML

posee una solución periódica en ", donde  es una función matricialL , M"a b
adecuada.

Parece natural plantearse el siguiente problema

a bI  ¿Bajo qué condiciones y con qué tipo de funciones, el sistema
hamiltoniano de segundo orden  posee una solución periódica. D

.> D
#

# œ ML

en ?L ,"a b
Para obtener una respuesta al problema I , la cual se encuentraa b
probablemante en el espacio de Sobolev  dado porL"

        L œ" .
Cambiamos la notación, considaremos la función    de clase Z À d d GR #⎯→
y planteamos el problema en la siguiente forma
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a bII  ¿Bajo qué condiciones, el sistema hamiltoniano de segundo orden
. D
.>

"#

# œ fZ D L ,a b a b posee una solución periódica en ?

El problema II  que se propone fue estudiado por Lyapounov quiena b
afirmó la existencia de soluciones periódicas, cuando las razones - -3 4Î

son números enteros, siendo  valores propios de la matriz Hessiana- -3 4ß

    .Š ‹ a b` Z
`B `B 34

#

3 4
œ Z

Fue F. Clarke en 4  quien dio una respuesta positiva a la preguntac d
planteada en el problema II  y para ello hizo uso de la teoría dela b
minimax, la presentamos a continuación con la prueba de la misma, la
cual es debida a Lazer-Clarke.

TEOREMA 1. (Clarke). Sea  y   su matriz Hessiana,Z − G Ðd ßdÑ Z œ# 8
34

` Z
`B `Ba b Š ‹#

3 4

supóngase por otra parte quea b a b a b a bG  " Z  B œ Z B ß Z ! œ !  a b a b l lG  # Z B Ÿ - B  - - Ÿ    donde  " # "
# "

#

Sean ,  denotando los valores propios de . Para cada- - -" # 8 34ß ßá Z !a ba b
4 œ "ß #ßá ß 8 7   ! se define un entero  como sigue4

  
    si   

el único entero positivo tal que
, si  .

7 œ

! Ÿ "

7   7  " " 
4

4

4
#

4 4 4
#

Ú
ÛÜ a b

-

- -

Bajo estas hipótesis si  entonces el sistemaR œ 7 7 â7" # 8

hamiltoniano de segundo orden
    H BfZ B œ !# a b
tiene al menos  soluciones no triviales -periódicas impares#R 1 .

DEMOSTRACIÓN. Está basada en el teorema 3.4 del aporte topología para un
problema de minimax 18  y se trata de ponerse en las hipótesis de esec d
teorema; para esto sea espacio de funciones -periódicasL œ T œ8

! 1

definidas en  con valores en , tales que si implica que  esd d @ − T @8 !
8

absolutamente continua y . El producto interno en  está' l l
w #

1

1
@ .>  _ L

dado por
   .Ø?ß @Ù œ ? ß @ .>" 

w w' a b1

1

Consideremos la función
    0 À L d

B 0 B œ B >  Z B > .>

⎯→
È a b k k a b' Š ‹a b a b

"
#

w #
1

1

La condición  implica  para todo  y .a b a b a b a bG  " 0  B œ 0 B B − T 0 ! œ !!
8

Un argumento natural prueba que  y que el gradiente  está0 − G f0#

definido implícitamente por
 Øf0 B ß @Ù œ B ß @  fZ B ß @ .> œ ØBß @Ù  ØJ B ß @Ùa b c d a b' a b a ba b" " !

w w
1

1
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donde  está definido implicitamente porJ
   .ØJ B ß @Ù œ fZ B > ß @ > .>a b a b' a b a b! 1

1

Puesto que una sucesión , la cual converge débilmente en ,e f? T8 8œ"
_ !

8

converge uniformemente en  entonces  es débilmentea b_ß_ ß J
continua. De la condición  de  tenemosa bG  # Z

 0 B   B  G B  G .>    G B > .>  # Ga b l l l l l l' 'Š ‹ ˆ ‰ a b 
" "
# #

w w# #
" # " #

#
1 1

1 1
1

donde hemos usado la desigualdad de Wirtinger dada por
  ,  para todo  .' 'l l l la b a b 

# w !
81 1

1 1
B > .> Ÿ B > .> B − T œ L

Puesto que , entonces  cuandoG  0 B Ä _"
"
# a b

  .l l l lŠ ‹' a bB œ B > .> Ä _" 
w #

1

1
"
#

Para verificar que la condición restante del teorema 3.4, del aporte
topología del minimax [18] se cumple, podemos suponer que , puesR  !

de otra forma la afirmación es  trivial. Sean , vectores de 0 0 0" # 8
8ß ßá ß d

tales que  y además  que . Esto esa b a ba b0 0 $ 0 - 03 4 34 34 4 4 4ß œ ß " Ÿ 3ß 4 Ÿ 8 Z ! œ

debido al teorema espectral para dimensión finita y gracias a que a ba bZ !34

es simétrica.
Sea  el subespacio de  generado por todas las funciones  de laQ T C >!

8 a b
forma   dondeC > œ 0 >a b a b!

4œ"

8

4 40

          si  

                      si  
0 > œ

- 5>  "

! Ÿ "
4 5œ"

7

45 4

4

a b
Ú
ÛÜ

!4

sin -

-

siendo  números reales. Un fácil ejercicio- " Ÿ 4 Ÿ 8ß " Ÿ 5 Ÿ 745 4,  
demuestra que . Un argumento naturaldimQ œ 7 7 â7 œ R" # 8

prueba que  está definido implícitamente porH 0#

  ØH 0 B ?ß @Ù œ ? ß @  Z B > ? > ß @ > .># w w
" 34a b c d' a b a ba b a b a ba ba b1

1

Ahora
  , así ,  C > œ 0 > C > ß C > œ 0 >w w w w w

4œ" 4œ"

8 8

4 44
#a b a b a b a b! !a b a b ˆ ‰0

  a b a b a ba b a ba b a b! !Z ! C > œ 0 > Z ! œ 0 >34 4 34 4 4 4 4
4œ" 4œ"

8 8

0 - 0

así

   a b a ba b a b a b a ba b !Z ! C > ß C > œ 0 >34 4 4
4œ"

R
#-

y
   ØH 0 ! Cß CÙ œ 0 >  0 > .># w

" 4 4
5œ"

8

 4
# #a b a b a b!' ’ “ˆ ‰ a b1

1
-

Si  entonces , así por la identidad de Parseval0 > œ ! 7  Ÿ 7  "Î4 4 44
# #a b a b-

   '
 4

w # ##
4 4 4

#

5œ"

7

451

1 ’ “ˆ ‰a b a b a ba b !0 >  0 > .> œ 5  -  !- -
4
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puesto que  entonces  .0 > œ ! - Á !Î4
5œ"

7

45
#a b !4

Así  a menos que  para todo ,  lo cualØH 0 ! Cß CÙ  ! 0 > œ ! 4 " Ÿ 4 Ÿ 8
#

" 4a b a b
implica que . De este modo todas las hipótesis de teorema 3.4 deC > œ !a b
topología del minimax [18] se verifican; así existen al menos #R

soluciones no nulas de .f0ÐBÑ œ !

Si , entoncesf0ÐBÑ œ !

  Øf0ÐBÑß @Ù œ B ß @  fZ BÐ>Ñ ß @ .> œ !" 
w w' a ba b a ba b1

1

para todo   se prueba que , y además que@ − T ß B − G8
! #

   .H B > fZ B > œ !# a b a ba b
Esto completa la demostración.

La identidad de  nos dice que  es realmente una soluciónØf0ÐBÑß @Ù B"

débil, pues integrandola por partes, se tiene que
  a b d a b a b' ' a bB ß @  B ß @ .>  fZ BÐ>Ñ ß @ .> œ !w ww

  1
1

1 1

1 1

como  entonces , luego de aquí tenemos@ − T B ß @ œ !8
! w


a b¹

1

1

    para todo ØH B > ß @Ù  ØfZ BÐ>Ñ ß @Ù œ ! @ − T# !
8a b a b

luego
     para todo .ØH B fZ @ ß @Ù œ ! @ − T# !

8a b
Sin embargo el problema II  sigue  si deseamos solucionesa b abierto
clásicas, por esta razón y con la idea de probar el teorema 1 de Clarke,
para soluciones clásicas,   siguiendo una sugerencia de Philip Hartman enc d8 , usamos análisis variacional y  al máximo las hipótesis delrecortando
teorema 1, se obtiene una solución al probar el siguiente resultado.

TEOREMA 2. Sea   una función estrictamente convexa en unaZ À d d8⎯→
vecindad  de cero, de clase  y, si   entonces existe una´ G fZ Ð!Ñ œ !#

solución periódica no trivial para el problema
   H 0 fZ 0 œ !# a b
que está contenida en la vecindad    de cero.´

DEMOSTRACIÓN. Como ya lo hemos probado, (en el aporte de existencia de
soluciones periódicas para un problema Hamiltoniano [19] que está en el
ciberespacio), los valores propios de  son todos positivos. De laa ba bZ B34

condición  del teorema de Rabinowitz debemos construir unaa bL"
variedad, imagen recíproca de un valor regular de algún funcional.
Tomemos el espacio de Sobolev construido en el aporte existencia deL"

soluciones periódicas para un problema Hamiltoniano 19 , junto conc d
las funciones  y  dadas en el numeral 2.Iß N J3

Sea ahora
   y  para Q œ 0 − L à M7 0 § J 0 œ ! 3 œ "ß #ßá ßRe fa b a b" 3´

para algún  consideremos la subvariedad-  !ß

  y Q œ N - Q œ 0 − L à M7 0 § ßJ 0 œ ! N 0 œ -- " 3
"a b e fa b a b a b´
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teniéndose que si  entonces , pues0 − Q H0 œ #-- !
#l l

 .l l l l l l a b' 'H0 œ H0 .> œ # H0 .> œ #N 0 œ #-# # #
! ! !

# #"
#

1 1

Además
 J 0 œ Z 0 > .> œ Z 0 >  B .> œ .I B3 3 3 0 3! !

# #.
. œ!

a b a b a b a b' 'a b a bŠ ‹1 1

% %
%

de aquí  implica que , podemos así concluir queJ 0 œ ! .I B œ !3 0 3a b a b
     para todo .a ba bf Z 0 ß B œ ! 3 œ "ß #ßá ßR!

3 !

En consecuencia se tiene
    para todo a ba bf Z 0 ß + œ ! + − L!

! "

En el numeral 2 hemos mostrado que , de donde sef IÐ0Ñ œ f Z Ð0Ñ" !

sigue que
   para todo  a ba b+ßf I 0 œ ! + − L"

! "

En esta forma  toma otra presentación dada por   Q-

Q œ- ˜ ™l l a b0 − L à H0 œ #-ß 0 ß"
#
! ! es  ortogonal al subespacio de funciones constantes e M7 0 §a b ´

Se puede ahora observar que los elementos de  tienen longitud finitaQ-

(este hecho no depende sino de que ). Nótese además que cómoN 0 œ -a b
una consecuencia de esta última relación todo elemento de  tieneQ-

longitud de arco ; en efecto.Ÿ % -È 1

 Longitud de arco de 0 œ "ß 0 Ÿ " 0 Ÿ # #- œ % -k k l l l la b È È Èw w
! " 1 1

AFIRMACIÓN 1. Q- no es vacío, para  suficientemente pequeño.-

Para ver esto, consideremos un encajamiento del círculo unitario en  con´
velocidad uniforme . Sea un sistema de coordenadas del círculo+ − d B >8 a b
unitario, esto es , el encajamiento está dado porl la bB > œ "w #

   0 > œ #-Î B >  ++a b a bÈ 1

entonces
 .N 0 œ 0 > .> œ B > .> œ # œ #-a b l l l l' 'a b a b+

" " #- #-
# # # #! !

# #
+
w w# #1 1

1 1
1

Tomando , entonces  es una función continua en unF Fa b a b' a b+ œ Z 0 > .>!
#

+
1

conjunto compacto, acotado por un potencial constante  donde Z B Ÿ 5 5a b
es una constante que depende de , de manera que-
   e fa bBà Z B Ÿ 5 § ´

entonces  tiene un mínimo en  y por lo tantoF +

  , entonces,   Š ‹ a b`
`+ +

+
F
3 3

œ ! J 0 œ !

así   y ø.0 − Q Q Á+ - -

AFIRMACIÓN 2. Las funciones  dadas en el numeral 2 sonN ß J ß J ßá ßJ" # R

linealmente independientes según , en el sentido de que0 − Q-

f N ßf J ßá ßf J Q" " "
" R -sean linealmente independientes, así que  es una

subvariedad suave pero no necesariamente cerrada.

En efecto, supongamos que existan constantes  tales que. . .! " Rß ßá ß
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a b a b a b!" f N 0  f J 0 œ ! 0 − Q   para todo .. .! 3 3 -
" "

3œ"

R

Pero hemos visto en la fórmula  del numeral 2 que , asía b( f œ Kf" !

tenemos

a b a b a b!# Kf N 0  Kf J 0 œ !   .. .! !

3œ"

R

3 3

Como  es una biyección se sigue queK

a b a b a b!$ f N 0  f J 0 œ !   . .! 3 3
! !

3œ"

R

pero se tiene que
  f J 0 > œ Z 0 > ß Z 0 > ßá ß Z 0!

3 3" 3# 3Ra b a ba b a b a b a b
y si además denotamos con  y tomando el producto. . . .œ Ð ß ßá ß Ñ" # R

interno de  con  tenemosa b$ .

  .. . . .! 3 4 34
!

3ß4œ"

R

Øf N 0 ß Ù  Z 0 œ !a b a b!
Ahora como  se mostró en  del numeral 2 se sabe que a b a b33 f N 0 œ H 0! #

así se tiene
  .. . . . . .! ! !

! #Øf N 0 ß Ù œ  ØH 0ß Ù œ ØH0ßH Ù œ !a b
Así que

  . Øf N 0 ß Ù œ Z 0 œ !. . . .! 3 4 34
!

3ß4œ"

Ra b a b!
Integrando con , tenemos>

  -. . . .! 3 4 34! !
# #!

3ß4œ"

R' 'a b a b! a b1 1
Øf N 0 ß Ù.> œ Z 0 > .> œ !

y como  es convexa se sigue que , de donde seZ œ œ â œ œ !. . ." # R

tiene la afirmación ,  ya que .# f N 0 Á !" a b
En forma completamente análoga a la afirmación ,  son# Iß J ßá ßJ" R

funciones linealmente independientes para toda  en el sentido de0 − Q-

que  son linealmente independientes, puesf Ißf J ßá ßf J" " "
# R

    para  todo  . .! 3 3 G
" "

3œ"

R

f I 0  f J 0 œ ! 0 − Qa b a b!
siguiendo el mismo procedimiento anterior se llega a que como
   para todo a ba bf I 0 ß œ .I 0 − Q!

! -. .
0

entonces

   '
!

#

3ß4œ"

R

3 4 34

1! a ba b. . Z 0 > .> œ !

y por la convexidad de  podemos concluir que .Z œ !.

De todo lo anterior se sigue que la parte perpendicular de  a laf I 0" a b
variedad  (para toda ) es de la forma . Así si Q 0 − Q f N 0 f I 0

µ
- - !

". a b a b
denota el gradiente de  en  es decir la proyección de  sobre elI Q f I 0-

" a b
espacio tangente de  en , se debe tener entonces queQ 0-
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a b a b a b a b a ba b% :< f I 0 œ f I 0 œ f I 0  f N 0
µ  .

XQ-

" " "
!.

Como consecuencia de la relación , lo que se debe buscar es algúna b%
0 − Q f I 0 œ ! I

µ
- tal que , o sea un punto crítico de  sobre la variedada b

Q-.
Nótese que si  es de clase  y  es su matriz Hessiana, en estasI G H I# #

condiciones se sabe que existe  tal que para todo  y para todo5  ! 0 − Q-

1 − Q- se tiene solución a la desigualdad variacional, ver 17c d
   ØH I 0 1ß 1Ù   5 1# #a b l l
así existe un único  tal que .0 − Q f I 0 œ !Þ

µ
! - !a b

AFIRMACIÓN 3.  es -ortogonal a  y también a  paraf I 0 ß f N 0 f J
µ a b a b a b"

" "
3

cada   , esto es3 œ "ß #ßá ßR

  Š ‹a b a bf I 0 ßf N 0
µ "

" "

"
3œ !ß f I 0 ßf J 0 œ !

µ  .Š ‹a b a b
En efecto
 =Š ‹ Š ‹ Š ‹a b a b a b a b a b a bf I 0 ßf N 0 f I 0 ßKf N 0 œ f I 0 ßf N 0

µ µ µ" ! !

" " !

 œ  f I 0 ßH 0 œ  f I 0 ß #- œ  .I #- œ !
µŠ ‹a b a b a ba b# "

!
0

esto dado que   y  es constante. Ahora0 − Q #--

  Š ‹ Š ‹ Š ‹a b a b a b a b a b a bf I 0 ßf J 0 œ f I 0 ßKf J 0 œ f I 0 ßf J 0 œ !
µ µ µ" ! !

3 3 3
" " !

también aquí es fundamental que .0 − Q-

Sea ahora  la solución del sistema0 œ 07 7

a b œ a b
I L

œ f I 0
µ

0 œ 0
  

.0
.

! ‡

7

7 7

donde  es algún ciclo en  sobre el cual se impondrá una condición0 L‡ "

más fuerte después, por el teorema de Rabinowitz sabemos que la
solución existe. Por principio general  está definida en alguna vecindad07
´ de . Sea  el tiempo de escape positivo, es decir, el más grande0 A! 

número  tal que la solución existe en el intervalo .A Ò!ß AÑ

AFIRMACIÓN 4. Existe una bola  de  tal que si  también se tieneF 0 − F´ ‡

que para0 − F7  .!   A7 

En efecto se sigue de  que  es tal quea b a b% f I 0
µ

7

   ½ ½a b l la bf I 0 Ÿ f I 0
µ

7 7
"

"

esto debido a que  es la proyección ortogonal de  sobre elf I 0 f I 0
µ a b a b7 7

"

espacio tangente a   en , así  es acotado, solo nos bastaQ 0 I 0f
µ

-
"

7 7½ ½a b
demostrar que  está acotada por la -norma, para eso consideremos0 ß7 a b!
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la corona contenida en la vecindad de cero  y centrada en cero,´
siguiente:

   
   .H ´œ B − à < Ÿ B Ÿ <e fl lw

!

Por otro lado como  es estrictamente convexa, para todo  seZ + −  Ö!×´

tiene , por continuidad de  se tiene que si se da ,a ba b+ßfZ +  ! fZ  !%

existe  tal que$  !

  si  entonces   .l l l lB  +  ß fZ ÐBÑ  fZ Ð+Ñ ! !$ %

Entonces para , se tiene , asíl l l l l la b a bB  +  +ßfZ ÐBÑ  +ßfZ Ð+Ñ  +! !$ %

   k k l l k ka b a b+ßfZ Ð+Ñ  +  +ßfZ ÐBÑ!%

y para un  conveniente se puede conseguir una bola alrededor de %  ! +

tal que .a b+ßfZ ÐBÑ  !

Ahora por el lema de Lebesgue y la compacidad de , se puede escogerH
un recubrimiento de  y un  tal que la bola de diámetro menor queH .  !

., esté contenida en un elemento del recubrimiento. Así se puede escoger
- % -  . 0 − Q 0 Â tal que , entonces para todo  se tiene que . De estaÈ 1 H-

manera se toma  en el interior de0‡
   F œ B − à B  << !

w
w e fl l´

entonces  está acotado por la -norma para todo .0 ß7 a b! 7

De la continuidad de  en el dominio , entonces resulta que fZ f IÐ0 ÑH !
7

es acotado en la -norma, de donde se sigue que es acotada,a b a b½ ½ß f I 0
µ

! 7

se concluye que .A œ _

AFIRMACIÓN 5. I 0a b7  está acotada superiormente

En efecto, sabemos que
  l l l l l l l l0 œ H0  0 œ #-  07 7 7 7

# # # #
" ! ! !

de donde se obtiene la acotación de  en el espacio .0 L7 "

Ahora a lo largo de una trayectoria de la ecuación  se tienea bI L

  Š ‹ Š ‹ ½ ½a b a b.I 0
. . .

.0 .0

" " "

#a b7 7 7

7 7 77 7ß œ f I 0 ß œ f I 0
µ µ

por lo tanto  está acotada en proximidades de cero y por½ ½a bf I 0
µ

7

#

"

consiguiente  está acotado.l la bI 07 "
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Como  está acotado, podemos extraer una sucesión  la cuall la bI 0 07 7" 7

converge débilmente en  hacia  (esto se debe a que el espacio deL 0"

Sobolev  es reflexivo y en ellos toda sucesión acotada tiene unaL"

subsucesión convergente, ver teorema lll.27 de [16]).

Como    es una función continua y convexa, entonces  esI À L d I"⎯→
débilmente semicontinua inferiormente y como    ( ) en 0 ï — 0 L77 "débil

entonces  entonces la desigualdad variacionalI 0 Ÿ I 0a b a blim inf 77

 para todo 0 − Q À f I 0 ß 0  0   ! 0 − Q
µ

- -Š ‹a b7 7 77 7 7

tiene solución (ver [17]), se sigue
    I 0 œ I 0a b a bmin

0 − Q77 -
77

por lo tanto  y se tiene  converge fuertemente a  enf I 0 œ ! f I 0 !
µ µa b a b77

L 0 œ 0" 7. Por abuso de notación escribimos  y usando la condición77a b e fP-S  dada en [18] podemos concluir que tiene una subsucesión07
convergente a , puesto que  pues  en , de0 f I 0 œ !ß 0 ï — 0 L

µlim
7Ä_

7 7 "a b
donde se deduce quea b a b a b½ ½& f I 0 f I 0 Ä ! 7 Ä _

µ µ   cuando 7
L"

esto es debido a que  es débilmente continua y concluimos así que f I 0
µ

es el punto crítico buscado de .I
Ahora como la convergencia débil de  implica la -convergencia, seL ß" !a b
tienea b a b a b a b a b' I 0 Ä I 0 à J 0 œ J 0 œ !   7 3 3 7

7Ä_
lim

se tiene ademása b l la b( f IÐ0 Ñ œ Kf IÐ0 Ñ  f IÐ0Ñ Ä ! 7 Ä _  , cuando " ! "
7 7 L"

o sea que también es débilmente continua (ver aporte sobref IÐ0Ñ"

topología de minimax [18]). También es débilmente continua asíf J" 3a b l la b a b) f J 0 f J 0 Ä ! 7 Ä _    cuando " "
3 7 3 L"

ademása b a b a b* f N 0 œ 0  K0 ï — 0  K0 œ f N 0 L     en  ." "
7 7 7 "

Nótese que como una consecuencia de  , pues  esa b' 0 Á ! IÐ0 Ñ7

monótona.
Por otro lado, puesto que , entonces  no puedeJ 0 œ ! œ Z 0 > .> 03 3!

#a b a b' a b1

ser constante.
Mostraremos más adelante que  converge fuertemente en  para 0 L 07 "

(ver afirmación 8), bajo la hipótesis de que  para .0 − Q -  -- ""

Escribamos  para indicar la dependencia de las constantes de ,. .3 3œ 0 0a b
en la ecuación de Euler-Lagrange, o sea en la ecuación

a b a b a b a b!"! f I 0 œ f IÐ0Ñ  f N 0  f J 0
µ   " " "

! 3 3
3œ"

R

. .
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AFIRMACIÓN 6. La sucesión  es acotada para cada  cuando  tiende a.3 7a b0 3 7
_.

En efecto, como  para todo , denotando Š ‹a b a bf I 0 ßf J 0 œ ! 7 J œ N
µ

7 3 7 !
"

"

y tomando producto interno de  con  obtenemosa b a b"! f J 0"
4 7

a b a ba b a b! a b a b a b a b"" 0 f J 0 ßf J 0 œ f I 0 ßf J 0  
3œ!

R

3 7 3 7 4 7 7 4 7
" " " "

" ".

para . Utilizando notación matricial la ecuación  toma la4 œ "ß #ßá ßR ""a b
siguiente forma

c da ba b a b Ô × Ô ×Ö Ù Ö ÙÖ Ù Ö ÙÕ Ø Õ Ø
a ba b
a b

a ba b a ba ba b a b
a ba b a b

f J 0 ßf J 0 œ

0
0
ã
0

f I 0 ßf J 0

f I 0 ßf J 0
ã

f I 0 ßf J 0

" "
3 7 4 7 " !Ÿ3ß4ŸR

! 7

" 7

R 7

" "
7 ! 7 "

" "
7 " 7 "

" "
7 R 7 "

.

.

.

Ahora bien  es acotada en norma de la medida de Lebesgue enf IÐ0 Ñ"
7

dR" del cubo cuya diagonal esa ba b a b a ba b a b a b a b a b a bf I 0 ßf J 0 ß f I 0 ßf J 0 ßá ß f I 0 ßf J 0" " " " " "
7 ! 7 7 " 7 7 R 7" " "  

mediante una constante apropiada . Si  es el cubo cuya diagonal esO È
   a ba b a b a b. . .! 7 " 7 R 70 ß 0 ßá ß 0
y  indica la medida del cubo , se tiene que si  es dado,/ È È $Ð Ñ  !

entonces si,  para toda , se tiene./> E   ! 7a b7 $

   ./> E Ð Ñ  Oßa b7 / È

donde
   E œ f J 0 ßf J 07 3 7 4 7

" "
" !Ÿ3ß4ŸR

c da ba b a b
por lo tanto
     / ÈÐ Ñ  O

$

lo cual implica que  son funciones acotadas, con lo cual se. . .! " Rß ßá ß
demuestra la afirmación 6, solamente nos resta mostrar que
./> E Ð Ñ  Oa b7 / È , para lo cual usamos la siguiente notación
  ./>E œ ./> 0 œ ./> f J 0 ßf J 07 ! 7 3 7 4 7

" "
" !Ÿ3ß4ŸR

a b c da ba b a b
  ../> 0 œ ./> f J 0 ßf J 0" 7 3 7 4 7

" "
" "Ÿ3ß4ŸR

a b c da ba b a b
AFIRMACIÓN 7. ./> 0! 7a b es acotado lejos de cero.

En efecto de  se sigue que  y de a b a b a b a b) ./> 0 Ä ./> 0 * f NÐ0 Ñï — f NÐ0Ñ" 7 " 7
" "

en , deducimos de aquí que  es acotada. Por esta razónL f NÐ0 Ñ" 7
"

"l l
./> 0  ./> 0 œ f NÐ0 Ñ  f NÐ0Ñ ./> 0  7! 7 ! 7 "

" "
" "
# #a b a b l l l l a b a bŠ ‹ %  donde

%a b7 Ä !

Ahora es un hecho conocido que para cualquier conjunto de vectores
linealmente independientes  •  y como lo hemose f c d@ ß @ ßá ß @ ß ./> @ @  !" # R 3 4

visto en la afirmación 2,  son linealmente independientes, asíN ß J ßá ßJ" R

que para , entonces0 − Q-
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   y   ./> 0  ! ./> 0  !! "a b a b
Como lo hemos mostrado en el numeral 2,  , entonces sef NÐ0Ñ œ 0  K0"

tiene quel l l l a b a b a bf NÐ0 Ñ œ 0  K0 œ 0 ß 0  # 0 ßK0  K0 ßK0"
7 7 7 7 7 7 7 7 7

#
" " " " "

#

  œ 0  # 0 ß 0  K0 ß 0l l a b a b7 7 7 7 7
#
" ! !

  œ H0  0  # 0  0l l l l l l l l7 7 7 7
# # # #
! ! ! "

y como la convergencia débil en  implica la convergencia fuerte en  yL L" !

L" (esto debido a que las inclusiones son completamente continuas).
Considerando que  para algún 0 − Q -  -- ""

    det det! 7 ! "a b a b a b a b0 œ 0  # -  -  7%

así que  es acotada fuera de cero  (lo cual implica la acotación dedet! 7a b0
det!a b0  fuera de cero) y así podemos conseguir una subsucesión tal que
   .. .3 7 3a b a b0 Ä 0 ß 3 œ !ß #ßá ßR

De  y  tenemosa b a b"! &

 ¾ ¾a b a b a b a b a b!f I 0  0 f N 0  0 f J 0 Ä !" " "
7 ! 7 7 3 7 3 7

3œ"

R

L

. .
"

cuando puesto que  es una sucesión acotada, por paso a una7 Ä !ß 0.3 7a b
subsucesión podemos suponer que converge, esto es, ,. .3 7 3a b a b0 Ä 0
3 œ !ß "ß #ß $ßá ßR ) *, así de  y  obtenemosa b a b
a b a b a b a b!"$ f I 0 œ f N 0  f J 0  " " "

! 3 3
3œ"

R

. .

de aquí haciendo  y tomando producto interno de . . . .œ ß ßá ß "$a b a b" # R

con  se obtiene.

 a b a b a ba b a b Œ !f I 0 ß œ f N 0 ß  f J 0 ß" " "
" "! 3 3

3œ"

R

"

. . . . .

usando el mismo razonamiento de la afirmación 2 se obtiene que

   ! œ  H 0ß  Z 0 > .>. . . .! 3 4 34
#

! !
#

3ß4œ"

Ra b a b' ! a b1

de la convexidad de  se sigue que . Hemos así establecido queZ œ !.a b a b a b"% f I 0 œ f N 0   " "
!.

o la relación equivalente, usando los hechos de que  yf I 0 œ f Z 0" !a b a b
que , se tiene quef N 0 œ H 0! #a ba b a ba b"& H 0 fZ 0 > œ !    .!

#

.! Á ! 0 œ !, puesto que de lo contrario se tendría que .
Para completar la demostración del teorema 2 tenemos que demostrar
que , para poder hacer el cambio de variable  donde. -!  ! 1 > œ 0 >a b a b
- .#

!œ 1, lo cual implica que  es la solución deseada del sistema
   .H 1 >  fZ 1 > œ !# a b a ba b
Para probar que , tomamos producto escalar de  con ,.!  ! "& 0a b
obteniéndose
 ! œ H 0ß 0  fZ 0 ß 0 œ  H0  ØfZ 0 > ß 0 > Ù.>. .! !

#
! ! !

#
!
#a b a b l l a b a ba b a b' 1
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de la convexidad de  el segundo término es positivo, en efecto porZ
convexidad
    a ba b a ba bfZ 0 > ß 0 >  !!

entonces
    a ba bfZ 0 ß 0  !!

como , entonces tenemosl l l l a b0 œ 0  H 0ß 0# #
" ! !

#

   a b l l l l l lˆ ‰H 0ß 0 œ  0  0 œ  H0#
! " ! !

# # #

así
   -.!

#
! !l l a bH0  fZ 0ß 0 œ !

como  y  se sigue inmediatamente quel l a ba bH0  ! fH 0 ß 0  !! !
#

     ..!  !

La demostración del teorema 2, es por lo tanto completa, pero
finalicemos con la siguiente afirmación,  que se utilizó en la
demostración:

AFIRMACIÓN 8. La sucesión  converge fuertemente para en el espacioÖ0 × 07

L".

En efecto, sabemos que , pues  para. . .3 7 3a b a b0 Ä 0 œ ! œ !

3 œ "ß #ß $ßá ßR . Puesto que el tercer término de

  ¾ ¾a b a b a b a b a b!f I 0  0 f N 0  0 f J 0 Ä !" " "
7 ! 7 7 3 7 3 7

3œ"

R

L

. .
"

cuando converge hacia cero, también , así que7 Ä _ß 0 Ä  !. -! 7
#a b

 .l l l la b a b a b a bf I 0  0  K0 œ f I 0  f N 0 Ä !" # " # "
7 7 7 7 7L L- -

" "

Pero  y   convergen fuertemente en , así se sigue laf I 0 K 0 L"
7 7 "a b a b

afirmación deseada, pues  fuertemente en  y  es unaK 0 Ä K 0 L Ka b a b7 "

biyección, por lo tanto .l l0  0 Ä !7 L"

El teorema 2 se puede debilitar un poco más reduciendo las hipótesis del
teorema de Clarke, en el siguiente resultado utilizamos el método de
perturbaciones y mediante el uso de los principios dados en el aporte
sobre soluciones periódicas [19], construiremos un operador que resulta
débilmente continuo y permite utilizar el teorema 2 en la obtención de la
solución periódica deseada.

TEOREMA 3. Supóngase que  y   es convexa en una vecindad fZ ! œ ! Za b ´

de cero y que  no es idénticamente constante en . Entonces existe unaZ ´
solución no trivial periódica  para el problema0
    H 0 fZ 0 œ !# a b
que está contenida en .´
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DEMOSTRACIÓN. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que Z ! œ !a b
y en esta forma  queda definida positiva, esto es  para Z B Z B   ! Ba b a b l l
suficientemente pequeño.
Sea , , fijando un número , entonces Z B œ Z B  B  ! -  ! Z% %a b a b l l% %#

satisface las hipótesis del teorema 2, así existe una función  tal que0%a b a b"  H 0 œ fZ 0   .% % %
%#

a b l l# H0 œ -    % !
#

Nótese que es una consecuencia del hecho establecido al final de laa b#
demostración del teorema 2 en la afirmación 8, la cual afirma que 07
converge fuertemente a  en . Recuérdese además que  es un0 L" .%
multiplicador de Lagrange el cual se mostró que es positivo.
Veamos finalmente que el rango de valores positivos de  es acotado y.%
acotado lejos de cero
Se sabe de la proposición 1 del numeral 1,  que el operador de Green K
es el inverso de  así que . Por esto  esa b a bM  H KH œ M  K "# #

equivalente aa b a b$ 0 œ K0  O 0   % % %.
%"

%

donde . Para cada , el operador  es débilmenteO 0 œ KfZ 0  ! O% % %
% %a b a b %

continua, esto es, si  en  entonces0 ï — 0 L8 "

   cuando l la b a bO 0 O 0 Ä ! 8 Ä _% %
8 L"

esto es debido al hecho de que el operador de Green  es débilmenteK
continuo.

AFIRMACIÓN 1. Existe una constante , independientemente de , tal queO" %
toda solución  de   y    satisface .0 " # 0 Ÿ O% %a b a b l l" "

En efecto, de la prueba del teorema 2 variando , en las afirmaciones  y% %

&, con un adecuado cubrimiento de Lebesque para la corona  se obtieneH

la constante  deseada.O"

Ahora sea  y para cada  elijamos una solución  de  y de% % %8 8Ä ! œ 0 "%8 a ba b# . De la afirmación 1, se sigue que por paso a una subsucesión
podemos suponer que  para algún . Deseamos escoger las0 ï — 0 0 − L

%8 % % "

soluciones  tal que . Se recuerda que cada solución  es obtenida0 0 Á ! 0% % %

por deformación continua de algún ciclo , y que  de0 I 0   I 0‡ ‡% % %a b a b
donde
   .I 0 œ Z 0 > .>%

1 %a b a b' a b!
#

Sea  el mismo para todo y lo podemos escoger de tal manera que0 ß‡ %

   .' a ba b!
#

‡
1
Z 0 > .>  !

Entonces
  I 0 œ I 0   Z 0 > .>  !a b a b a b' a blim

8Ä_ !
#

‡% %
1

8 8

de donde .0 Á !
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Se demostrará más adelante la posibilidad de construir constantes O ßO# $

tales quea b% O     O  !   .# $.%
Siendo efectuado esto, podemos suponer, una vez más por paso a una
subsucesión que . Tenemos entonces" "

. .%
Ä ß  !.

   0 œ K0  O 0% % %.
%

8 8 8
8

8"
%

a b
Como  y  son débilmente continuas y de la construcción de  conK O O% %8ab
respecto a , obtenemos%
    cuando  l lK0 K0 Ä ! 8 Ä _%8 "L

   cuando ½ ½a b a b" "

L. .
%

%
%8

8
8

"

O 0  O 0 Ä ! 8 Ä _

donde .  Por estoO 0 œ KfZ 0a b a b
  , es decir   .0 œ K0  O 0 fZ 0 œ  H 0" #

.
a b a b .

También  cuando , así que .l l l l0  0 Ä ! 8 Ä _ H0 œ -%8 "L !
#

Por esto, constante. Para completar la demostración establezcamos0 Áa b% Ö ×. Basta probar que es acotada superiormente, tomando el producto.%a b a bß " 0! en  con  e integrando obtenemos%

  a b a ba b H 0 ß 0 œ fZ 0 ß 0.% % % % %
%#

! !

lo cual es equivalente a
  .% % % % %

%a b a ba bH0 ßH0 œ fZ 0 ß 0! !

de donde
  .% % % % %

% %1
- œ fZ 0 ß 0 œ ØfZ 0 > ß 0 > Ù.>a b a b a ba b a b'

! !
#

y el límite superior puede ser obtenido del lado derecho de esta igualdad,
obtenemos que  es acotado en -norma.0 ß% a b!
Para mostrar que  es acotado lejos de cero, mostremos quea ba bfZ 0 ß 0%

% % !

   ,ØfZ B ß BÙ   Z B% %a b a b
en cuyo caso se tendría
  ..% %

1 1%-   Z 0 > .>  Z 0 > .>  !' 'a b a ba b a b! !
# #

‡

Para completar la demostración mostremos la siguiente afirmación

AFIRMACIÓN 2. Supóngase que  y  es convexa en una vecindad def? ! œ ! ?a b
cero , además , entonces se tiene que´ ? ! œ !a b
   Øf? B ß BÙ  ? B Þa b a b
En efecto esta desigualdad variacional se obtiene, mediante el teorema
del valor medio como sigue; tómese  una bola centrada en el origen,U
tenemos para cada B − U

  ? B œ ? !  B ? B ß ! Ÿ Ÿ "a b a b a b!
3œ"

R

3 3 " ") )

donde
  ? B œ ? B  "  B3 " 3 "a b a ba b) )
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  œ ? B  "  B ? B  "  B3 " 4 34 # "
4œ"

Ra b a b a b! a b) ) )

  .œ ? B  "  B ? B3 " 4 34
4œ"

Ra b a b a b!) )

donde  es constante. De esto)

  ? B œ B ? B  "  B B ? Ba b a b a b a b! !
3œ" 3ß4œ"

R R

3 3 " 3 4 34) )

   Ÿ B ? B Ÿ B ß B ßá ß B ? ß ? ßá ß ? œ ØBßf?Ù! a b a ba b
3œ"

R

3 3 " # R " # R

y la demostración es ahora completa.

SOLUCIÓN PERIÓDICA PARA EL CASO NO HOMOGÉNEO.

Nos hacemos ahora la siguente pregunta:
III.  ¿Qué sucede con las soluciones periódicas para un sistema no
homogéneo de la forma
  ?H 0 >  fZ 0 > œ : ># a b a b a ba b
Para dar una respuesta favorable al problema cuestionado, fue necesario
estudiar una conferencia dada por  H. Schaefer  quien tomandoc d"%
funciones homogéneas   demostró la siguiente alternativa deZ À d dR⎯→
Rouche-Frobenius:  "si el sistema homogéneo lineal de segundo orden
   H Z >  +HZ >  Z > œ !# a b a b a b
no tiene soluciones -periódicas distintas de , entonces para cada1 Z œ !

función , -periódica existe una única solución -periódica para el0 1 1
sistema
    ".H Z >  +HZ >  Z > œ 0 ># a b a b a b a b
En lo que sigue nos referiremos a este resultado como al teorema de
Schaefer.
Con el fin de aplicar el teorema de Schaefer, tomemos  unaZ − G Ðd ßdÑ" R

función homogénea de grado dos, esto es, se tiene que
   para  y Z >B œ > Z B >  ! B − da b a b# R

y  entonces  resulta ser homogénea de orden uno, esto esfZ >a ba b a b a b" fZ >B œ >Z B >  ! B − d    para  y R

Aplicando la identidad de Euler a  se tieneZ
   ,   para todo .ØB fZ B Ù œ #Z B B − da b a b R

DEFINICIÓN 1. Sea  una función homogénea de grado  seZ − G Ðd ßdÑ #" R

dice que  es definida positiva, si para  se tieneZ B − d  Ö!×R

    .Z B   !a b
Se dirá que  es definida estrictamente positiva si para Z B − d  Ö!×R

entonces
    .Z B  !a b
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La respuesta al problema III la encontramos en el siguiente resultado, el
cual demostraremos siguiendo el método de compacidad de tan
frecuente utilización en el análisis no estandar.

TEOREMA .%  Sea  una función homogénea de grado dos yZ − G Ðd ßdÑ" R

definida positiva. Si el sistemaa b a b a ba b# H 0 >  fZ 0 > œ !   #

no tiene soluciones -periódicas no triviales, o sea distintas de ,1 0 > œ !a b
entonces para cualquier función -periódica  el sistema1 : − G Ðdßd Ñ" R

a b a b a b a ba b$ H 0 >  fZ 0 > œ : >  #

tiene al menos una solución -periódica.1

DEMOSTRACIÓN. Supongamos primero una condición más fuerte, que  seaZ
definida estrictamente positiva.

AFIRMACIÓN 1. Si     es   estrictamente    positiva   y       esZ : − G Ðdßd Ñ" R

1 %-periódica   para ,   el sistema !a b a b a b a b a ba b% H 0 >  H0 >  fZ 0 > œ : >  # %

tiene por lo menos una solución -periódica.1

Para mostrar la afirmación usamos el método condicional de Leray-
Schauder . Sea  denotando la norma Euclidiana de y sean  a b l lÒ"&Ó † d LR  

1

y   los espacios de Banach de las funciones -periódicas que sonL1
" 1

continuas y continuamente diferenciables respectivamente con las
normas
    l l l la b@ œ @ > ß @ − L

Ò!ß # Ó
_ sup

1
1

  ,  .l l l l l l@ œ @  @ @ − L" _ _
w "

1

Puesto que cada vez que el sistema diferencial homogéneo lineal de
segundo ordena b a b a b a b& H 0 >  H0 >  0 > œ !   # %

no tenga solución -periódicas distintas de  se sigue del teorema de1 0 œ !
Schaefer que para cada  existe una única solución -periódica, para1 − L1 1a b a b a b a b a b' H 0 >  H0 >  0 > œ 1 >   # %

más aún, si denotamos la única solución -periódica del sistema  por1 a b'
O 1 Oa b, en esta forma  puede ser visto como un operador lineal compacto
de  en sí misma. Sea   un operador completamenteL R À L L1 1 1⎯→
continuo definido por .R 0 œ O 0  1 fZ 0a b a ba b
AFIRMACIÓN 2. Existe un número  tal que si  y  ,V  ! − Ò!ß "Ó ? − L- 1

entoncesa b a b( 0 œ − R 0    -

y se  tiene que   .l l0 Ÿ V_
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Puesto que  se tiene sí y sólo sía b(a b a b a b a b a b a b a ba b) H 0 >  H0 >  "  0 >  fZ 0 > œ : >   # % - - -

y puesto que  si  supongamos que la afirmación 2 esl l l l0 Ÿ 0 0 − L_ "
"
1

falsa, deducimos la existencia de una sucesión  y una sucesióne f07 7œ"
_

correspondiente de números  tal que  tiene una solucióne f a b-7 77œ"
_ 0 >

cuando  para  y- - -œ 7 œ "ß #ßá ß − Ò!ß "Ó7 7a b l l* 0 Ä _ 7 Ä _      cuando .7 "

Tomando  para  se sigue de la homogeneidad deA > œ 7 œ "ß #ßá7
0 >
0a b 7

7 "

a bl l
fZ  quea b a b a b a b a b a ba b"! H A >  HA >  "  A >  fZ A > œ  ,#

7 7 7 7 7 7
: >

0% - - -7

7 "

a bl l
para . Puesto que  para , se sigue de  que la7 œ "ß #ßá A œ " 7   " "!l l a b7 "

sucesión  es acotada. Por lo tanto ambas sucesionese fl la bH A#
7 _ 7œ"

_

e f e fa bA > HA7 77œ" 7œ"
_ _ y son equicontinuas y uniformemente acotadas ena b e fa b_ß_ A > ß así por el teorema de Ascoli existen subsucesiones 7 5œ"

_
5e f l l a b a ba bHA > A − L A œ " A > Ä A > ß HA Ä HA5 7 75œ" "

_ " y un  con  tales que 1 5 5

cuando , uniformemente en . Puesto que  para5 Ä _ _ß_ ! Ÿ Ÿ "a b -75

todo  podemos suponer sin perder generalidad que5   !

   cuando .- -7
‡

5
Ä − Ò!ß "Ó 5 Ä _

Por lo tanto de , se sigue que la sucesión  convergea b e fa b"! H A >#
7 5œ"

_
5

uniformemente en  así  es de clase ya b_ß_ A G#

a b a b a b a b a b a ba b"" H A >  HA >  "  A >  fZ A > œ !  # ‡ ‡% - -

Tomando producto interno de  con  y observando quea b a b"" HA >

  ' 'a b a ba b a b! !
# ## " .

# .>

1 1
HA > ßH A > .> œ lHA > l .> œ !

#

y
  ' a ba b a b a b a ba b!

# ‡ ‡1
HA > ß "  A >  fZ A > .>- -

  œ "  lA > l  Z A > .> œ !'  ‘a b a b a ba b!
# . "

.> #
‡ # ‡1
- -

hallamos que
   %' a b!

# w #1
lA > l .> œ !

De esto constante y de acuerdo con A > œ œ ""a b a b$

   .a b a b"   fZ œ !- $ - $‡ ‡

Tomando producto interno de esta última ecuación con  y usando la$
identidad de Euler  tenemosa b a ba bBßfZ B œ #Z B

   a b a b"  l l  # Z œ !- $ - $‡ # ‡

Así, puesto que , se sigue de la definición 1 que . Puesto!   " œ !- $‡

que esto contradice el hecho de que , la afirmación 2 se cumple yl lA œ ""

queda establecida.

Por el teorema de Leray-Schauder-Schaefer, se sigue que para cada
- -− Ò!ß "Ó 0 − L 0 œ R 0 existe  tal que . En particular puesto que1 a b
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0 œ R 0 œ " %a b a b tenemos una solución cuando , se sigue que  tiene al-

menos una solución periódica.1 
Sea  una sucesión de números positivos tal que  cuandoe f% %7 77œ"

_ Ä !

7 Ä _ 7 œ "ß #ßá, y para esta sucesión se tiene que para cada existe
0 − L 0 & œ7 7 71 tal que  es solución de  cuando  .a b % %

AFIRMACIÓN 3. . La sucesión es acotadae fl l07 " 7œ"
_

En efecto supongamos lo contrario, podemos considerar sin perder
generalidad que  cuando . Tómesel l0 Ä _ 7 Ä _7 "

    para  ,D > œ 7   "7
0 >
0a b 7

7 "

a bl l
tenemos  por la homogeneidad de  quefZa b a b a b a ba b a b"# H D >  H D >  fZ D > œ  #

7 7 7 7
T >
0% a bl l7 "

para ; de esto se sigue que las sucesiones  y7 œ "ß #ßá D >e fa b7 7œ"
_

e f a ba bHD > _ß_7 7œ"
_ son equicontinuas y uniformemente acotadas en  así

existe  con  y una subsucesión  de talD − L D œ " ÖD > × ÖD > ×1 l l a b a b" 5œ"7 7
_ _

7œ"5

que  y además  cuando  con respecto aD > Ä D > HD > Ä HD > 5 Ä _7 75 5
a b a b a b a b

> − _ß_ "# H D >a b a b e fa b. De , deducimos que la sucesión  converge#
7 5œ"

_
5

uniformemente en .  Por esto  es de clase  ya b_ß_ D G#

   .H D >  fZ D > œ !# a b a ba b
Puesto que , esto es contradictorio al hecho de que por hipótesisl lD œ ""

H 0 >  fZ 0 > œ !# a b a ba b  no tiene soluciones -periódicas no  triviales y la1

afirmación 3 queda establecida.

De la ecuación diferencial
  ,H 0 >  H 0 >  fZ 0 > œ : >#

7 7 7 7a b a b a b a ba b a b%

se sigue que la sucesión  es uniformemente acotada ene fa bH 0 >#
7 7œ"

_

a b_ß_ . Por lo tanto, usando el mismo tipo de argumentación utilizada
en la prueba de la afirmación 3, concluimos la existencia de una
subsucesión de  tal que tanto esta subsucesión como laÖ0 > ×7 7œ"

_a b
correspondiente subsucesión de segundas derivadas converge
uniformemente en . Puesto que el límite de esta subsucesión esa b_ß_
una solución -periódica de1
   H 0 >  fZ 0 > œ : ># a b a b a ba b
la demostración del teorema bajo la hipótesis de que  es estrictamenteZ
definida positiva es completa, o sea, hemos probado la afirmación 1.

Para demostrar el teorema 4, bajo la hipótesis de que sea definidaZ Ba b
positiva,  observamos que para  suficientemente pequeño; el sistema$  !

  H 0 >  0 >  fZ 0 > œ !# a b a b a ba b$

no tiene solución -periódica no  trivial. En verdad en caso contrario,1
para  arbitrariamente pequeño, podríamos hallar una solución con$  !
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L "1-norma igual a . Una argumentación de compacidad, análogo al ya
usado en la afirmación 1, podría darnos una -solución no trivial de1
H 0 >  fZ 0 > œ !# a b a ba b  en franca contradicción con la hipótesis. Por lo
tanto puesto que  para  pero podemos mostrar, para$

#
#l l a bB  Z B  ! B Á !

$ 1 ! pequeño, la existencia de una solución -periódica de
  .H 0 >  0 >  fZ 0 > œ : ># a b a b a b a ba b$

La - normas de estas soluciones son acotadas cuando  puestoL Ä !"
1 $

que  no tiene solución -periódicas. Por lo tanto porH 0 >  fZ 0 > œ !# a b a ba b 1

el mismo tipo de argumentación de compacidad, tal como lo hemos
usado en las afirmaciones 1, 2 y 3 de arriba,  obtenemos una  solución
1-periódica de  como lo deseamos.H 0 >  fZ 0 > œ : ># a b a b a ba b
    
    APENDICE
Me propongo dar aquí una demostración de un teorema, que es pieza
fundamental en la demostración del teorema de Clarke y de la teoría del
minimax en general.

TEOREMA. Sea  un  espacio de Hilbert real, seaL
   es compacto,  > #5 œ E § L  Ö!×à E E œ Eß E   5e fa b
sea  y supóngase que  satisface la condición (P-S) además,0 − G ÐLßdÑ 0#

0  B œ 0 B ß 0 ! œ ! 5 œ "ß #ßáa b a b a b  y para sea
   - 0 œ 0 B

E − B − E
5

5

a b a binf sup
>

se tiene si  para , entonces existe  tal que_  - 0  ! 7   " B − L
7a b

f0 B œ ! 0 B œ - 0 <   "ß 7   "a b a b a b y . Si existen  para los cuales7

_  - 0 œ â œ - 0 œ -  ! O -   <  "7< 7<a b a b a ba b entonces  donde#

O -a b œ ÖB − L à 0 B œ -ß f0 B œ !×a b a b .

NOTAS.  se puede demostrar que , en estas condicionesa b" §> >5" 5

 , > œ 0 B   0 B œ , 07" 7a b a b a b a binf max inf max
F − F −B − F B − F> >7" 7a b a b l l# , 0 Ÿ !  !  ! B ŸPara ver que , dado  escójase  tal que 7 % $ $

entonces , esto es posible porque  y  es continua. Seal0 B l  0 ! œ ! 0a b a b%

L 7 L7 un subespacio -dimensional de  y sea
    y  .E œ ÖBÎB − L B œ ×7 l l $

Fácilmente se tiene que existe  tal que ,  noX − PÐL ßd Ñ X E œ W X7
7 7"a b

singular, por lo tanto , ,    además# # > %a b a b a bE œ W œ 7 E − 0 B 
B − E

7"
7 max

   , 0 œ 0 B 
F − B − F

7
7

a b a binf max
>

%

puesto que  es arbitrario, .%  ! , 0 Ÿ !7a b
DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. Supóngase ,  y_  , 0  ! - œ , 07 7a b a b
además por contradicción a la afirmación, que ø. Existe un flujoO - œa b
    y  tal que  ( (À d ‚ L L .  ! "ßE § E⎯→ a b-. -.
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más aún
   .( (a b a b a b"ß  B œ  "ß B ß E œ ÖBÎ 0 B Ÿ -  .×-.

De acuerdo a la definición de  existe  tal que- œ , 0 W −7 7a b >

   max
B − W

0 B  -  .a b
Sea , puesto que la aplicación  es unW œ "ß = § E B "ß B‡

-.( (a b a b→
homeomorfismo impar,  así  y  .  Por lo tanto# # # >a b a b a bW œ W W   7 W −‡ ‡ ‡

7

  max inf max
B − W B − W

0 B œ -  .  - œ 0 B
= −‡

7

a b a b
>

lo cual es una contradicción.
En seguida supóngase _  , 0 œ , 0 œ â œ , 0 œ -  _7 7" 7<a b a b a b
también que , así . Por la condición P-S , # #a b a b a b a ba b a bO -  <  " O - Ÿ < O -

es compacto. Por lo tanto existe un conjunto abierto  tal que ,Y ! Â Y

Y œ  Y O - § Y O - œ Y Ÿ <,  y . De acuerdo al teorema básico dea b a ba b ˆ ‰# #

deformación existe  y un flujo  tal que.  ! À d ‚L L( ⎯→
   ,  .( ( (a b a b a b"ßE  Y § E "ß B œ  "ß  B-. -.

Puesto que
   - œ , 0 œ 0 B7<a b a binf max

F − B − F>7<

existe  conW − >7<

   .max
B − W

0 B  -  .a b
Por consiguiente  tenemos  asíW § E W § W  Y  Y -. a b
   .8  < Ÿ W Ÿ W  Y  Y Ÿ W  Y  <# # # #a b a b a bˆ ‰
Por lo tanto  ,  7 Ÿ W  Y ß W  Y − W  Y § E  Y# >a b 7 -.

   ,  ( >a b"ß W  Y § E W −-. 7
‡

   max inf max
B − W

0 B Ÿ -  .  - œ 0 B
F − B − F

a b a b
>7

lo cual es contradictorio.
Por lo tanto
    .#a ba bO -   <  "
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