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Luego de algunos afios de profundas reflexiones y enredado en mis labores como
docente logré llegar a una solucién del problema que me habia propuesto y que en
una conferencia del primer encuentro de Topologia habia expuesto. Quiero
aprovechar este trabajo de matematicas virtuales para mostrar la soluciéon a que se
llegd, sin descartar posibles errores en la presentaciéon de la maquinaria utilizada en
la prueba. El espiritu de este aporte no se separa de la idea fundamental que me he
propuesto desde el principio, consistente en presentar problemas con el fin de que
el amable cibernauta obtenga ideas que lo lleven a una mejor formacién en el
campo de la matematica.

1.VARIACIONES SOBRE FUNCIONES PERIODICAS.

Iniciamos este aporte recordando algunos resultados que ya habiamos
estudiado de variaciones sobre funciones periddicas.
Sea f:R——>RY una funcidon vectorial 27-periddica, estas funciones
pueden identificarse con aplicaciones del circulo unitario S' en RV.
Consideremos el espacio funcional

C> (S, RY) = {f: S'—>RY; f es indefinidamente diferenciable }
en este espacio se tienen los siguientes productos internos

(F:9)0 = Ji"(F (D) g(t))dt
(f,9)1 = (Df,Dg)y+ (f.9)o = (1 = D?)f, 9),
y las normas dadas por

£ = (£, ) WFIE= (s Dis £y = sup{(f,9)o; lgll, = 1}

se construyen los siguientes espacios de Sobolev
H; = ||.|,-~completado de C>(S5*, RY)

Hy = ||.|,~completado de C>(S*, RY)

H_; = |.|_;-completado de C>(S*, R")
teniéndose que

Hl C H() C H,l

Ademas las aplicaciones candnicas

11 : Hl—)HO, Y, ip: H—H_4
son funciones completamente continuas (la demostracion de esta ultima
afirmacién puede verse en [9] 0 en [16]).

PROPOSICION 1. £/ producto interno (.),: H——R es representable por un
potencial convexo.
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DEMOSTRACION. Por el teorema de Lax Milgram (lea cuidadosamente los
problema 145 y 146 en ecuaciones diferenciales de mi trabajo en
matematica virtual [20]), como el producto interno (,), es una forma
bilineal de H; entonces existe un operador completamente continuo
G : H—— H, tal que

(f?g)() = (Gfag)l
Sin utilizar el teorema de Lax Milgram, basta recordar el teorema de
representacion de Riesz: sea F': H—— R (F podria ser (,),) una aplicacion
lineal continua, entonces existe un unico g, € H tal que F(f) = (f,g)o para
todo f € H; en particular existe h € H, tal que (f,g), = (h,g), entonces
existe G : H—> H; dado por G(f) = h. En este caso es frecuente afirmar
gue se ha construido un operador de Green.
Se tiene entonces que H_; resulta ser un espacio de Hilbert con producto
interno dado por
(1) (f?g)—l = (Gfag)()
También H_, es el dual de H; segun el producto interno (,),, esto es si
l: H——>R, existe h_; € H_; tal que

(2) l(f) = (hfla f)() = (thla f)l
PROPOSICION 2. £/ operador 1 — D? : H—— H_, es biyectivo.
DEMOSTRACION. Por la proposicién 1 el operador de Green G, alli

construido por el teorema de extension de Tietze, puede extenderse de
H_, a H, ytiene al— D? como inverso

L4 [
H Ho H-1

' x—-__________ 1—D2______—f_’—’_7

En efecto se tiene para todo g € H;

(f,9)1 =((1=D*f,g9)y=(G(1-D?f,g),
de donde se concluye que G(1 — D?)f = f paratodo f € H;.
Por otra parte

(1-D*Gf,g9), = (Gl(1 = D*)Gf],9), = (GIG(1 = D*)(Gf)], 9),
= (G(Gf)vg)l = (Gf,g)o = (fvg)fl
de donde tenemos

(1-D)Gf=f
para todo f e H_;.

Estamos en condiciones de analizar el comportamiento de un potencial
convexo para campos peridédicos y mas exactamente en H; se tiene.
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DEFINICION 3. Sea E una funcion de clase C' en H,. El gradiente de E en f,
V'E;, es un vector en H, definido por

(3) (V'Ey, g), = dEs(g).
Tenemos para f fijo que, la aplicacion
dE; : H——%
g /> dEy(g)

es una funcion lineal continua en Hy, por ser H_; el dual de H; se sigue
de (2) que existe h_; = V'E(f) tal que
dE(9) = (h-1,9)y = (V'E(f), 9), = (GV'E(f), 9),
entonces tenemos que
(4) | VIE(f) = GV'E(f) |.

2. CALCULO VARIACIONAL EN H;.

Consideremos en particular en H; las siguientes funciones

E Hl—) 1s 5

f = E(f) = [TV(f(t))dt
J Hl—) 1s

frJ(f) =L@, £()dt
FL' : H1—> B1s

f = E(f) = [V @)t .
(i) Calculemos la primera variacion de Een f

dE(f)(9) = (& 1,7V (1@ +eg(t)at) = ( 02”—8(V(f Gratlar) =

= AV V() + eg(t) - g(f)} ezt = JiVOV(F (1)) - g(t)dt =
= (VOV(f(1)), 9(t))o-
Luego

(GVPE(f),9)y = (V'E(f), 9), = (V'V(f), 9(t)), para todo g € H,
entonces
GVYE(f) = V'V (f)
y esto implica que
(5) | VIE() =VV(]) | .
(i7) En la misma forma calculemos la primera variacion para J

aTilg) = (AR @) +eg () - (7(0) + eg (0)dt)
=LA 10 +2e(0) o (1) + E9(1) - g 1))

=25”{2f<> g(t) +2eg/ (1) - g (8)}_qdt
= [T () - g (t)dt.

Integrando por partes se tiene

dJs(g) = ['Og)" — [ 1" (t)g(t)dt = — (D[, g),
entonces
(6) VOJ(f) = — D*f.
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Ahora VYJ(f) = GV J(f), ademas se debe tener por la proposicion 2 que
G(1-D*f=Ff,
o sea Gf—G(D?’f)=f lo cual es equivalente a Gf+GV'J(f)=f,
entonces
(7) VI =GVI(f)=f-Gf |
(#41) lgualmente se tiene
(VPFi(f), 25) = (Vij, @), €ntonces (VUFi(f)); = Vi;(f)-
En efecto
(VF(F),,)y = dF () () = (£ J5ViS () + emydt) =

= [T (Vi(f(8) + exy) - 2)) _ydt = [TVii(f(t)) - 2 <t>dt—<v (f)s ),
de donde

(VPFi(f); = Vis(f) |

3. ENUNCIADO Y DESARROLLO DEL PROBLEMA

Paul H. Rabinowitz presenta en [13], la existencia de una solucion
periddica del sistema Hamiltoniano de ecuaciones diferenciales ordinarias
b — _ [ da _ [
dt a» dt p

donde H c C'(R*™,R)y p,q € RY. El resultado principal trabajado por
Rabinowitz es el siguiente:

TEOREMA de Rabinowitz. "Sea H € C'(R*,R), supongase que
(H1) para algunb # 0, H-(b) es radialmente homeomorfo a S* !,
(H2) (& H.(&))gey # 0 para& € H'(b).
Entonces el sistema hamiltoniano
¢ — IH,
posee una solucion periodica en H-'(b) ", donde I es una funcion matricial

adecuada.
Parece natural plantearse el siguiente problema

(I) ¢Bajo qué condiciones y con qué tipo de funciones, el sistema

. . 2 .z T
hamiltoniano de segundo orden flT;’ = IH, posee una solucion periddica
en H1(b)?

Para obtener una respuesta al problema (), la cual se encuentra
probablemante en el espacio de Sobolev H, dado por

e Ty
o, = €% (R

Cambiamos la notacidn, considaremos la funcion V : RY——R de clase C?
y planteamos el problema en la siguiente forma



Dario Sanchez H UN PROBLEMA DE SOLUCIONES PERIODICAS Aportes 5

(I) ;Bajo qué condiciones, el sistema hamiltoniano de segundo orden

% = — VV/(z) posee una solucién periddica en H1(b)?

El problema (Il) que se propone fue estudiado por Lyapounov quien
afirmo la existencia de soluciones periddicas, cuando las razones \;/\;
son numeros enteros, siendo \;, \; valores propios de la matriz Hessiana

,
(ai,;gq;j) = (Vij) -

Fue F. Clarke en [4] quien dio una respuesta positiva a la pregunta

planteada en el problema (Il) y para ello hizo uso de la teoria del

minimax, la presentamos a continuacion con la prueba de la misma, la

cual es debida a Lazer-Clarke.

TEOREMA 1. (Clarke). Sea V € C*(R",R) y (V;;) = <6§jng) su matriz Hessiana,
supongase por otra parte que
(C—-1) V(—2z)=V(x), V(0)=0
(C—2) V(z)<ecz|?+c donde c¢; <1
Sean M\, Xq,...,\, denotando los valores propios de (V;;(0)). Para cada
j=1,2,...,n se define un enterom; > 0 como sigue

0 s/ )\<1

m; = €l unico entero positivo tal que

m? < )\J’ < (mj+ 1)2, si1> )\j.
Bajo estas hipotesis si N =mi;+ms+---+m, entonces el sistema
hamiltoniano de segundo orden

D?*z +VV(z) =0

tiene al menos 2N soluciones no triviales w-periodicas impares.

DEMOSTRACION. Esta basada en el teorema 3.4 del aporte topologia para un
problema de minimax [18] y se trata de ponerse en las hipdtesis de ese
teorema; para esto sea H = P)=espacio de funciones r-periddicas
definidas en R con valores en ®", tales que si v € P’implica que v es
absolutamente continua y ffﬂ“v’Hth < oo. El producto interno en H esta
dado por

(o)1 = ["_(u/,)dt.
Consideremos la funcioén

f:H— R

= @) = [T (3 OF - Vi)t
La condicién (C — 1) implica f(— ) = f(z) para todo x € P’y f(0) = 0.
Un argumento natural prueba que fc C? y que el gradiente Vf esta
definido implicitamente por

(Vf(@), o) = [ (2", v) = (VV(2),0)]dt = (z,v)1 = (F(z),v)0
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donde F esta definido implicitamente por
(F(z),v) = [ (VVx(t),v(t))dt.

o0

Puesto que una sucesion {u,}~,, la cual converge débilmente en P?,

converge uniformemente en (—oo,0), entonces F es débilmente
continua. De la condicién (C — 2) de V tenemos

f(@) = 7, (3121 = Callall’ = Go)dt = (3 =€) [T |l ()| dt - 27C
donde hemos usado la desigualdad de Wirtinger dada por
[T le@)|Pdt < [T ||a'(¢)]|dt, paratodo ze€ P'=H.
Puesto que () < %, entonces f(x) — oo cuando

ol = (7N @) dt) " — o

Para verificar que la condicién restante del teorema 3.4, del aporte
topologia del minimax [18] se cumple, podemos suponer que N > 0, pues
de otra forma la afirmacion es trivial. Sean &;,&,....§,, vectores de R”"
tales que (&.&) =6, 1<i,7<n y ademas que (V;;(0))§; = \;§,. Esto es
debido al teorema espectral para dimension finita y gracias a que (V;;(0))
es simétrica.

Sea M el subespacio de P’ generado por todas las funciones y(t) de la

forma y(t) = ifj(t)gj donde
=1

’ITL]'
> epsinkt Ssi A\ >1
fity=9i="’ !
0 Si )‘j <1
siendo c¢j, 1 <j<n, 1<k<m; numeros reales. Un facil ejercicio
demuestra que dimM =m;+mo+---+m, =N. Un argumento natural
prueba que D?f esta definido implicitamente por

(D2f (x)u,v)1 = [Z[(w',0) = (Vij(x(t)))u(t), v(t))]dt

Ahora |
ORDWHOSNESPVIORIOIEDY (fit))”
(Vi O)(t) = S F V08 = DA
asi |
((Vis(0)y(2). 9(8) = LA (1))
y

(DO = 7, [(F0) = A 0]t

Si f;(t) # 0 entonces m} < \; < (m; + 1)%, asi por la identidad de Parseval

m;

Jo L) = M) de = S (8 = At < 0

k=1
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puesto que f;(t) # 0 entonces Zc?k # 0.
k=1

Asi (D*f(0)y,y)1 <0 a menos que f;(t)=0 para todo j, 1 <j<n lo cual
implica que y(¢) = 0. De este modo todas las hipotesis de teorema 3.4 de
topologia del minimax [18] se verifican; asi existen al menos 2N
soluciones no nulas de Vf(z) = 0.
Si Vf(xz) =0, entonces

(Vf(@), o) = [T ((«',v") = (VV(2(t)),v))dt = 0
para todo v € P? | se prueba que z € C?, y ademas que

D*z(t) + VV (z(t)) = 0.

Esto completa la demostracion.
O
La identidad de (Vf(x),v); nos dice que z es realmente una solucion
débil, pues integrandola por partes, se tiene que

(«/,0) ", — [7 (2", v)dt — [T (VV(x(t)),v)dt =0
como v € P? entonces (.95/,11)‘7r

(D?z(t),v) + (VV (x(t)),v) =0 paratodove P’

luego

=0, luego de aqui tenemos

(D*r + VV (v),v) =0 paratodo v e P..
Sin embargo el problema (Il) sigue abierto si deseamos soluciones
clasicas, por esta razon y con la idea de probar el teorema 1 de Clarke,
para soluciones clasicas, siguiendo una sugerencia de Philip Hartman en
[8], usamos analisis variacional y recortando al maximo las hipotesis del
teorema 1, se obtiene una solucion al probar el siguiente resultado.

TEOREMA 2. Sea V : R"—— R wna funcion estrictamente convexa en una
vecindad 2 de cero, de clase C* y, si VV(0)=0 entonces existe una
solucion periodica no trivial para el problema

DYf+VV(f)=0
que estd contenida en la vecindad 2 de cero.

DEMOSTRACION. Como ya lo hemos probado, (en el aporte de existencia de
soluciones periddicas para un problema Hamiltoniano [19] que esta en el
ciberespacio), los valores propios de (V;;(z)) son todos positivos. De la
condicién (H1) del teorema de Rabinowitz debemos construir una
variedad, imagen reciproca de un valor regular de algun funcional.
Tomemos H; el espacio de Sobolev construido en el aporte existencia de
soluciones periodicas para un problema Hamiltoniano [19], junto con
las funciones E, J y F; dadas en el numeral 2.

Sea ahora

M={feH;Im(f)ycAy Fi(f)=0 parai=1,2,...,N}
para algun ¢ > 0, consideremos la subvariedad
M, =J"Ne)N M = {f € Hi; Im(f) C A, F(f) = 0y J(f) = c}
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teniéndose que si f € M, entonces ||Df|; = 2¢, pues
27 27
IDfllo = fo " IDfIPdt = 25 [T I DFI*dt = 2T (f) = 2c.
Ademas

Fi(f) = JyViF@)dt = (& J5V(F(0) + ex)dt) = dE(x)

de aqui F;(f) = 0 implica que dE(z;) = 0, podemos asi concluir que

(VV(f),x), =0 paratodoi=1,2,...,N.
En consecuencia se tiene

(V'V(f),a), =0 para todo a € H;
En el numeral 2 hemos mostrado que V!E(f)=V°V(f), de donde se
sigue que

(a,V'E(f)), =0 paratodo a€ H;

En esta forma M, toma otra presentacion dada por
M, = {f € Hy; |Df||2 = 2¢, f es (,), — ortogonal al subespacio de funciones constantes e Im(f) C 2}
Se puede ahora observar que los elementos de M, tienen longitud finita
(este hecho no depende sino de que J(f) = c¢). NOtese ademas que como
una consecuencia de esta ultima relacion todo elemento de M. tiene
longitud de arco < \/E; en efecto.

Longitud de arco de f = [(1, /)| < [[1],llf'l, < v27v/2¢ = V/4me

AFIRMACION 1. M, no es vacio, para c suficientemente pequefio.

Para ver esto, consideremos un encajamiento del circulo unitario en 2 con
velocidad uniforme a € ®". Sea z(¢) un sistema de coordenadas del circulo
unitario, esto es |2/(¢)||* = 1, el encajamiento esta dado por

fo(t) = /2¢/m x(t) +a
entonces

J(fa) = 5[ @)Pde = § 573 e ()] Pde = 3227 = 2c.
Tomando ®(a) = O%V(fa(t))dt, entonces ® es una funcidn continua en un
conjunto compacto, acotado por un potencial constante V(z) < k donde &
es una constante que depende de ¢, de manera que
{z; V(z)<k}CAd
entonces ® tiene un minimo en a y por lo tanto
(g%)a =0, entonces, F.(f;)=0

asi f,e M.y M, # @.
AFIRMACION 2. Las funciones J,F\,F,,...,Fy dadas en el numeral 2 son
linealmente independientes segun fc M., en el sentido de que

VY, VIF,...,VFy sean linealmente independientes, asi que M, es una
subvariedad suave pero no necesariamente cerrada.

En efecto, supongamos que existan constantes g, 1, .., uy tales que
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(1) oV I (f) + %Nz’vlﬂ(f) =0 paratodo fe€ M..
=1

Pero hemos visto en la féormula (7) del numeral 2 que V! =GV’ asi
tenemos

N

(2) HGVOJ (f) + S GV E(f) = 0.
i=1

Como G es una biyeccién se sigue que
N

(3) oV I (f) + ;MVOF,;(J‘) =0

pero se tiene que
VUE(f(t) = (Vi f(2), Vi f (1), ..., Vin (f))
y si ademas denotamos con u = (ui, po,...,uy) Y tomando el producto
interno de (3) con u tenemos
N
1oV I (f), 1) + 3 papVis(f) = 0-
1,]=
Ahora como se mostré en (ii) del numeral 2 se sabe que V'J(f) = — D*f
asi se tiene
po(VOT(f), 1) = — po(D*f, ) = po(Df, Dp) = 0.
Asi que
N
— (VI (f)s ) :lzllﬁiﬂjvij(f) = 0.
1,)=
Integrando con ¢, tenemos
N
“pofy (VO (F) it = [ uipsVis(F (0)dt = 0
1,)=
y como V es convexa se sigue que pu; = us =--- = uy =0, de donde se
tiene la afirmacion 2, ya que V'J(f) # 0.

En forma completamente analoga a la afirmacién 2, E, F,,...,Fy son
funciones linealmente independientes para toda f € M, en el sentido de
que V'E, V'F,, ..., V!Fy son linealmente independientes, pues

N
uoV'E(f) + 2wV Fi(f) =0 para todo f € Mc
i=i

siguiendo el mismo procedimiento anterior se llega a que como
(V°E(f), )y = dE pu para todo f € M,

entonces

or N

Jo 3 pipsVii(F(®)dt = 0
1,J=—

y por la convexidad de V podemos concluir que p = 0.
De todo lo anterior se sigue que la parte perpendicular de V'E(f) a la
variedad M, (para toda f e M,) es de la forma pyV'J(f). Asi si V E(f)
denota el gradiente de E en M, es decir la proyeccién de V!E(f) sobre el
espacio tangente de M, en f, se debe tener entonces que
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(4) ro (VIE(f) =V E(f) = VIE(f) = oV I ().

Como consecuencia de la relacién (4), lo que se debe buscar es algun
f € M, tal que V E(f) =0, o sea un punto critico de E sobre la variedad
M..

Notese que si £ es de clase C? y D’E es su matriz Hessiana, en estas
condiciones se sabe que existe k£ > 0 tal que para todo f € M, y para todo
g € M, se tiene solucidn a la desigualdad variacional, ver [17]

(D*E(f)g.9) = kllg|I”
asi existe un unico fy € M, tal que V E(fy) =0

AFIRMACION 3. ¥ E(f) es (, ),—ortogonal a V'J(f) y también a V'F, para
cada 1=1,2,...,N, esto es

(Ve vIWh), =0, (¥ E().V'EW), =o0.

En efecto
(V. va() = (Y ED.VIWN), = (VBN VI
—(VE().Df) = = (V'B(f),2¢) = = dEf(2¢) = 0
esto dado que f € M. y 2c es constante. Ahora
(Y EG.VEW), = (VED.GVEW), = (¥ EW.VR(F) =0

0
también aqui es fundamental que f € M.,.

0

Sea ahora f, = fr la solucion del sistema

af, &
(E—H) { f _VE(fr)

fO f*
donde f, es algun ciclo en H; sobre el cual se impondra una condicion
mas fuerte después, por el teorema de Rabinowitz sabemos que la
solucion existe. Por principio general f, esta definida en alguna vecindad
A de fy,. Sea w, el tiempo de escape positivo, es decir, el mas grande
numero w tal que la solucion existe en el intervalo [0, w).

AFIRMACION 4. Existe una bola B de 2 tal que si f. € B también se tiene
que f,e B para (<t <w,.

En efecto se sigue de (4) que V E(f,) es tal que

| ¥ 84|, < 19 B
esto debido a que ¥ E(f,) es la proyeccién ortogonal de V!E(f,) sobre el
espacio tangente a M, en f,, asi H $E(f7) : es acotado, solo nos basta

demostrar que f. esta acotada por la (,),-norma, para eso consideremos
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la corona contenida en la vecindad de cero 2 y centrada en cero,
siguiente:

Q={zed;r |z, <r}
Por otro lado como V' es estrictamente convexa, para todo a € A — {0} se
tiene (a,VV(a)) > 0, por continuidad de VV se tiene que si se da ¢ >0,
existe 6 > 0 tal que

Si [z —al, <6, entonces |[VV(z)—VV(a)l,<e.

Entonces para |z — al|, < 6, se tiene ||(a, VV(z)) — (a,VV(a))| < |lal/ ¢, asi

(0, VV(a))] — llallye < I(a, VV ()]
y para un ¢ > 0 conveniente se puede conseguir una bola alrededor de a
tal que (a,VV(z)) > 0.
Ahora por el lema de Lebesgue y la compacidad de , se puede escoger
un recubrimiento de Q y un d > 0 tal que la bola de diametro menor que
d, esté contenida en un elemento del recubrimiento. Asi se puede escoger
c tal que \/R < d, entonces para todo f € M. se tiene que f ¢ Q. De esta
manera se toma f, en el interior de

By = {z € 2; |z, < '}
entonces f. estd acotado por la (,),~norma para todo r.
De la continuidad de VV en el dominio €, entonces resulta que V'E(f,)

es acotado en la (,),~norma, de donde se sigue que H ¥ E(f,)||es acotada,

se concluye que w™ = + oo.
AFIRMACION 5. E(f,) estd acotada superiormente

En efecto, sabemos que

2 2 2 2
121l = 1D fllo + [1f-llo = 2¢ + [1.f1lo
de donde se obtiene la acotacién de f, en el espacio H;.
Ahora a lo largo de una trayectoria de la ecuacion (E — H) se tiene

. 2
dE(f,) df:\ _ (S afr\ _ ||
(2, 45) = (VB %) = |V B
~ 2
por lo tanto H V E(f;) )
consiguiente ||E(f,)||, esta acotado.

esta acotada en proximidades de cero y por
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Como ||E(f;)|; esta acotado, podemos extraer una sucesion f, la cual
converge débilmente en H; hacia f (esto se debe a que el espacio de
Sobolev H;, es reflexivo y en ellos toda sucesion acotada tiene una
subsucesion convergente, ver teorema Il1.27 de [16]).

Como E: H——> R es una funcidén continua y convexa, entonces F es
débilmente semicontinua inferiormente y como f, —>f  (débi) en H;
entonces E(f) < liminf E(f, ) entonces la desigualdad variacional

feM. : (% E(fr.), fr, — f) > O para todo f, € M,

tiene solucidn (ver [17]), se sigue
E(f) =, min E(f)

por lo tanto ¥V E(f) =0 y se tiene ¥V E(f,. ) converge fuertemente a 0 en
H,. Por abuso de notacién escribimos f, = f. y usando la condicion
(P-S) dada en [18] podemos concluir que {f,}tiene una subsucesion
convergente a f, puesto que n!ﬁnyﬁ E(fn) =0, pues f,—>f en Hy, de

donde se deduce que
(5) H%E(fm)—%E(f)\H — 0 cuando m — oo

esto es debido a que V E es débilmente continua y concluimos asi que f
es el punto critico buscado de E.

Ahora como la convergencia débil de H; implica la (,),-convergencia, se
tiene

(6 B(fa) = E(f) i F(f)=lim F(f,) =0
se tiene ademas
(7) [(V'E(fm) = GV E(fn)) = V'E(f)|lg, — 0, cuando m — oo

0 sea que también V'E(f)es débilmente continua (ver aporte sobre
topologia de minimax [18]). También V!F; es débilmente continua asi

(8) IVLE(fn) = VIFi(f)lly, — 0 cuando m — oo
ademas
(9) vlJ(fm):fm_Gfm_Df—Gf:VIJ(f) en H;.

Notese que como una consecuencia de (6) f#0, pues FE(f,) es
monaotona.

Por otro lado, puesto que Fi(f)=0= OZ’TV,;(f(t))dt, entonces f no puede
ser constante.

Mostraremos mas adelante que f, converge fuertemente en H; para f
(ver afirmacion 8), bajo la hipdtesis de que f € M,, para ¢; < c.

Escribamos pu; = p;(f) para indicar la dependencia de las constantes de f,
en la ecuacion de Euler-Lagrange, o sea en la ecuacién

(10) %Mﬂ:WEm—MWMﬂ—émwﬂm
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AFIRMACION 6. La sucesion u;(f,) es acotada para cada i cuando m tiende a
+ 0.

En efecto, como (% E(fm),VlF,,;(fm))1 = (0 para todo m, denotando F, =J
y tomando producto interno de (10) con V!Fj(f,,) obtenemos

N
(11) ;]Ni(fm)(vlﬂ(fm)a VIEi(fm), = (VYE (f), V' Ei(fm)),

para j=1,2,...,N. Utilizando notacién matricial la ecuacién (11) toma la
siguiente forma

Mo(fm) (VlE(f7n)>V1F0(fm))1
[(Vlﬂ(fm),vle(fm))l]K . Ml(fm) _ (V1E<fm),.v1F1(fm))1
v ()] LV (), V' Ex (£

Ahora bien V!E(f,) es acotada en norma de la medida de Lebesgue en
RV*! del cubo cuya diagonal es
((VlE(fm)v VlFU(fm))la (VIE(fm)v vlFl(fm))lv SR (VIE(fm>7 VlFN(fm))l)
mediante una constante apropiada K. Si U es el cubo cuya diagonal es

(ﬂo(fm)7ﬂl(fm)7"' nuN(fm))
y v(4) indica la medida del cubo 4, se tiene que si 6 >0 es dado,
entonces si, det(A,,) > 6 > 0 para toda m, se tiene

det(Ay)v(Y) < K,
donde

Ap = [(VlFi(fm)?Vle(fm)h]ogmgN
por lo tanto

v(d) < &
lo cual implica que pg, p1,...,uy son funciones acotadas, con lo cual se
demuestra la afirmacién 6, solamente nos resta mostrar que
det(An)v(4) < K, para lo cual usamos la siguiente notacion
detA,, = deto(fm) = det[(V'E;(f), VIFi(fm)),]

detr(Fn) = detl (VA E(Fn)s VS (F) oy sox

0<i,j<N

AFIRMACION 7. dety(f,,) es acotado lejos de cero.

En efecto de (8) se sigue que det,(f,) — det,(f) y de (9) VII(fn)=> VLI(f)
en H;, deducimos de aqui que ||[V'J(f.)|, es acotada. Por esta razén
deto(fn) = deto(f) = (IV T (fa)I§ = IV T ()T )dets () + (m) donde
e(m) — 0

Ahoraes un hecho conocido que para cualquier conjunto de vectores
linealmente independientes {v;,vs,...,vn}, det[v;+v;] >0y como lo hemos

visto en la afirmacién 2, J, Fy,..., Fy son linealmente independientes, asi
que para f € M., entonces
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det()(f) >0 vy detl(f) > 0
Como lo hemos mostrado en el numeral 2, V'J(f) = f — Gf, entonces se
tiene que
”Vlj(fm)uf = Hfm - Gme% = (fma fm)l - Q(fmv Gfm)l + (Gfma Gfm)l
= [l£mll? = 2(fms Fn)o + (G fns i)
y como la convergencia débil en H; implica la convergencia fuerte en Hy y
H_, (esto debido a que las inclusiones son completamente continuas).
Considerando que f € M,, para algun ¢; < ¢
dety(f,) = deto(f) +2(c — ¢1) + €(m)
asi que dety(f,,) es acotada fuera de cero (lo cual implica la acotacion de
dety(f) fuera de cero) y asi podemos conseguir una subsucesion tal que
wilfm) — wi(f),  i=0,2,...,N.
De (10) y (5) tenemos
—0

VUE(n) — o) V1T () — ém(fm)VlFi(fm)

cuando m — 0, puesto que u;(f,,) €s una sucesion acotada, por paso a una
subsucesion podemos suponer que converge, esto es, u;(fm) — ui(f),
i=0,1,2,3,...,N, asi de (8) y (9) obtenemos

(13) VE(f) = VI () + SV )

de aqui haciendo p = (i1, po, ..., pun) Yy tomando producto interno de (13)
con u se obtiene

N
(VB )y = (0?0 + (S Fil1)on
i= 1
usando el mismo razonamiento de la afirmacion 2 se obtiene que
N
0= —po(D*f, )y + fOQ’fZluiqu(f(t))dt
1,]=
de la convexidad de V se sigue que . = 0. Hemos asi establecido que
(14) VIE(f) = mV'J(f)
o la relacién equivalente, usando los hechos de que VE(f) = V'V (f) y
que VVJ(f) = — D*f, se tiene que
(15) poD*f + VV(f(t)) =0
wo # 0, puesto que de lo contrario se tendria que f = 0.
Paracompletar la demostracién del teorema 2 tenemos que demostrar
que uo >0, para poder hacer el cambio de variable ¢(¢) = f(\t) donde
A2 = 119, lo cual implica que g es la solucidn deseada del sistema
D%g(t) + VV(g(t)) = 0.
Para probar que gy >0, tomamos producto escalar de (15) con f,
obteniéndose

0= po(D2f, o+ (VV(f), g = = mol DS+ J5T(VV (£ (1)), f(2))dt
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de la convexidad de V el segundo término es positivo, en efecto por
convexidad

(VV(f(£), f(£))y >0

(VV(f), [)o>0
como || f|l3 = |Iflz — (D*f, f),,» entonces tenemos

(Df, £y = — (IFIF = IfIl}) = = IIDfIl;

entonces

asi
~wo|| DS llg + (VV £, )y =0
como | Df||Z > 0y (VD(f), f), > 0 se sigue inmediatamente que

o > 0.
La demostracion del teorema 2, es por lo tanto completa, pero
finalicemos con la siguiente afirmacion, que se utilizo en la

demostracion:

AFIRMACION 8. La sucesion { f,,} converge fuertemente para f en el espacio
H.

En efecto, sabemos que pu(fn) — ui(f)=0, pues p=0 para
i=1,2,3,...,N. Puesto que el tercer término de

9B () = 1)V () = () Tl
i=1 H,

cuando m — oo, converge hacia cero, también ug(f,,) — A\?> > 0, asi que
IVYE(fin) = N (fn = G fa) g, = IV E(fin) = NV (fa) g, — 0.

Pero VIE(f,) ¥ G(fn) convergen fuertemente en H;, asi se sigue la

afirmacion deseada, pues G(f.,) — G(f) fuertemente en H; y G es una

biyeccién, por lo tanto || f,, — fllzg, — 0.

O

El teorema 2 se puede debilitar un poco mas reduciendo las hipoétesis del

teorema de Clarke, en el siguiente resultado utilizamos el método de

perturbaciones y mediante el uso de los principios dados en el aporte

sobre soluciones periddicas [19], construiremos un operador que resulta

débilmente continuo y permite utilizar el teorema 2 en la obtencion de la

solucién periddica deseada.

— 0

TEOREMA 3. Supongase que VV (0) =0 y V es convexa en una vecindad 2
de cero y que V no es idénticamente constante en A. Entonces existe una
solucion no trivial periodica f para el problema

D*f+VV(f)=0
que estd contenida en 2.
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DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que V(0) =0
y en esta forma V(z) queda definida positiva, esto es V(z) > 0 para ||z||
suficientemente pequefo.
Sea V(z)=V(z)+elz|?, ¢>0, fijando un nimero ¢ >0, entonces V¢
satisface las hipotesis del teorema 2, asi existe una funcion f. tal que
(1) - N6D2fe = VV*(fe)
(2) IDfllG = ¢
Notese que (2)es una consecuencia del hecho establecido al final de la
demostracién del teorema 2 en la afirmacién 8, la cual afirma que f,,
converge fuertemente a f en H;. Recuérdese ademas que pu. es un
multiplicador de Lagrange el cual se mostré que es positivo.
Veamos finalmente que el rango de valores positivos de p, es acotado y
acotado lejos de cero
Se sabe de la proposicion 1 del numeral 1, que el operador de Green G
es el inverso de (I—-D?% asi que —GD?*=1-G. Por esto (1) es
equivalente a
(3) erGfe‘i_ﬂ%KE(fe)
donde K<(f.) = GVV*(f.). Para cada ¢ > 0, el operador K¢ es débilmente
continua, esto es, si f,—> f en H; entonces

|5(fa) = Ky, — 0 cuando n — oo
esto es debido al hecho de que el operador de Green G es débilmente
continuo.

AFIRMACION 1. Existe una constante K,, independientemente de ¢, tal que
toda solucion f. de (1) y (2) satisface | f.||, < K;.

En efecto, de la prueba del teorema 2 variando ¢, en las afirmaciones 4 y
5, con un adecuado cubrimiento de Lebesque para la corona () se obtiene
la constante K; deseada.
Ahora sea ¢, — 0 y para cada € = ¢, elijamos una solucion f, de (1) y de
(2). De la afirmaciéon 1, se sigue que por paso a una subsucesion
podemos suponer que f —o> f. para algun f, € H,. Deseamos escoger las
soluciones f, tal que f. # 0. Se recuerda que cada solucion f, es obtenida
por deformacion continua de algun ciclo f., y que E.(f) > E.(f.) de
donde
E(f)= [V (f®)dt.
Sea f, el mismo para todo ¢, y lo podemos escoger de tal manera que
[V (f.(t))dt > 0.
Entonces

E(f) =lim E, (f.) = J;"V(f-(#))dt > 0
de donde f # 0.
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Se demostrara mas adelante la posibilidad de construir constantes K, K3
tales que

(4) KQZHGZK3>O'

Siendo efectuado esto, podemos suponer, una vez mas por paso a una
subsucesién que Ml — l%, © > 0. Tenemos entonces

fen = Gfen + : Ke”(fen)

Hep
Como G y K“() son débilmente continuas y de la construccion de K¢ con

respecto a ¢, obtenemos
IGf., —Gfllyz, — 0 cuando n — oo

K1) - LK)

Hep,

donde K(f) = GVV(f). Por esto

f=Gf+ K(f), es decir VV(f)= —uD*f.
También ||f., — fll, — 0 cuando n — oo, asi que [|Df|; = c.
Por esto, f # constante. Paracompletar la demostracién establezcamos
(4). Basta probar que {u.} es acotada superiormente, tomando el producto
(,), en (1) con f, e integrando obtenemos

( - H6D2fmfe)0 = (vve(ff)7 fe)()

lo cual es equivalente a
ME(Dmefe)o = (VVﬁ(fE),fE)O

— 0 cuando n — oo
1

de donde
€ 2 €

HeC = (VV (fE)afs)o = Jo <VV (fs(t)),f€(t)>dt
y el limite superior puede ser obtenido del lado derecho de esta igualdad,
obtenemos que f, es acotado en (,),~norma.
Para mostrar que (VV(f.), fc), €s acotado lejos de cero, mostremos que

(VVi(z),z) = V()

en cuyo caso se tendria

pee > [TVE(f(8))dt > [TV (f.(t))dt > 0.
Para completar la demostracion mostremos la siguiente afirmacion

AFIRMACION 2. Supongase que Vu(0) =0 yu es convexa en una vecindad de
cero®, ademas u(0) = 0, entonces se tiene que
(Vu(z),z) > u(zx).

En efecto esta desigualdad variacional se obtiene, mediante el teorema
del valor medio como sigue; tdmese B una bola centrada en el origen,
tenemos para cada z € B
N
u(x) = u(0) + > zui(b1z), 0<6, <1
i=1

donde
ui(61x) = ui(z — (1 — 6y)x)
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= u,(x) — (1 — Hl)éxjuu(:c — 92(1 — 91)33)

N
= ul(x) — (1 — Ql)iju”(Hx)
j=1
donde 0 es constante. De esto
N N
uw(z) =Y rui(r) — (1 —01)) vz jui(fx)
=1

i,j=1

N
<> miui(z) < (21,29, .. on) (U1, ug, ... yuy) = (x, Vu)
i=1

y la demostraciéon es ahora completa.
SOLUCION PERIODICA PARA EL CASO NO HOMOGENEO.

Nos hacemos ahora la siguente pregunta:
lll. ;Qué sucede con las soluciones peridédicas para un sistema no
homogéneo de la forma

D2f(t) + VV(f(1)) = p(t) ?
Para dar una respuesta favorable al problema cuestionado, fue necesario
estudiar una conferencia dada por H. Schaefer [14] quien tomando
funciones homogéneas V : R —— R demostrd la siguiente alternativa de
Rouche-Frobenius: "si el sistema homogéneo lineal de segundo orden

D*V(t)+aDV(t)+V(t)=0

no tiene soluciones w-periddicas distintas de VV =0, entonces para cada
funcion f, m-periddica existe una unica solucién w-peridédica para el
sistema

D2V (t)+aDV(t)+ V(t) = f(t) "
En lo que sigue nos referiremos a este resultado como al teorema de
Schaefer.
Con el fin de aplicar el teorema de Schaefer, tomemos V € CY(R",R) una
funciéon homogénea de grado dos, esto es, se tiene que

V(tz) =t*V(z) parat >0 yzc RV
y entonces VV (t) resulta ser homogénea de orden uno, esto es
(1) VV(tx) =tV (z) parat>0yzecRY
Aplicando la identidad de Euler a V se tiene

(x,VV (x)) = 2V (z) paratodo z € RV.

DEFINICION 1. Sea V € CY(RYN,R) wna funcion homogénea de grado 2 se
dice que V es definida positiva, si parax € R — {0} se tiene

V(xz) > 0.
Se dird que V es definida estrictamente positiva si para x € ®" — {0}
entonces

V(xz) > 0.
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La respuesta al problema Ill la encontramos en el siguiente resultado, el
cual demostraremos siguiendo el método de compacidad de tan
frecuente utilizacion en el analisis no estandar.

TEOREMA 4. Sea V € C*(RN,R) wna funcion homogénea de grado dos y
definida positiva. Si el sistema

(2) D*f(t) + VV(f(t) =0

no tiene soluciones w-periodicas no triviales, o sea distintas de f(t) =0,
entonces para cualquier funcion t-periodica p € C*(®,R") el sistema

(3) D*f(t) + VV(f(t)) = p(t)

tiene al menos una solucion m-periodica.

DEMOSTRACION. Supongamos primero una condicién mas fuerte, que V sea
definida estrictamente positiva.

AFIRMACION 1. S/ V es estrictamente positiva y pec C'(R,RY) es
m—periodica parae >0, elsistema

(4) D*f(t) + eDf(t) + VV(£(t)) = p(t)

tiene por lo menos una solucion n-periodica.

Para mostrar la afirmacion usamos el método condicional de Leray-
Schauder ([15]). Sea || - || denotando la norma Euclidiana de ®"y sean H,
y H! los espacios de Banach de las funciones w-periddicas que son
continuas y continuamente diferenciables respectivamente con las
normas

[0l = sup_[lo(D)], veE Hy
0, 27]
1ol = llollee + 11¢llos v € H,.

Puesto que cada vez que el sistema diferencial homogéneo lineal de
segundo orden

(5) D*f(t) + eDf(t)+ f(t) =0

no tenga solucion w—periédicas distintas de f =0 se sigue del teorema de
Schaefer que para cada g € H, existe una unica solucion w-periddica, para
(6) D*f(t) + eDf(t) + f(t) = g(t)

mas aun, si denotamos la Unica solucion w-periddica del sistema (6) por
K(g), en esta forma K puede ser visto como un operador lineal compacto
de H, en si misma. Sea N :H,—— H.un operador completamente
continuo definido por N(f) = K(f +g— VV(f)).

AFIRMACION 2. Existe un numero R >0 tal que si A€ [0,1] y we€e H,,
entonces
(7) f=XeN(f)

y se tiene que | f|. < R.
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Puesto que (7) se tiene siy solo si

(8) D*f(t) +eDf(t) + (1 = N f(t) + AVV(f(t)) = Ap(t)

y puesto que |||l < |Ifll, si f€ H! supongamos que la afirmacién 2 es
falsa, deducimos la existencia de una sucesion {f,,},_, y una sucesion
correspondiente de numeros {\,}~_, tal que f,(¢) tiene una solucion
cuando A =\, param=1,2,..., \,, € [0,1] y

9) | fmll; — o0 cuando m — co.

Tomando w,,(t) = ﬁ}“ﬁ)l para m=1,2,... se sigue de la homogeneidad de

VV que
(10) D?w, () + €Dwpn(t) + (1 = An)wyn(£) + A VV (wi () = 242,
param =1,2,.... Puesto que |lw,|, =1 para m > 1, se sigue de (10) que la

o0

sucesion {||D*(wy)|},,—; es acotada. Por lo tanto ambas sucesiones
{wn()}>_1 Y {Dwy},_;s0n equicontinuas y uniformemente acotadas en
(—o0,00) asi por el teorema de Ascoli existen subsucesiones {wy,, (¢)},;,
{Dwi(t)};2, Y un w € H} con |lw|, =1 tales que w,,, (t) — w(t), Dw,, — Dw
cuando k — oo, uniformemente en ( — oo, ). Puesto que 0 < ), <1 para
todo k& > 0 podemos suponer sin perder generalidad que

Am, — A" €[0,1] cuando k — oc.
Por lo tanto de (10), se sigue que la sucesion {D>w,,(t)},., converge
uniformemente en ( — oo,0) asi w es de clase C?y
(11) D*w(t) + eDw(t) + (1 — X)w(t) + M*VV (w(t)) =0
Tomando producto interno de (11) con Dw(t) y observando que

2T (Dw(t), D*w(t))dt = L [T 41 Dw(t)*dt = 0

2Jo dt
S (Dw(t), (1 — M)w(t) + N VV (w(t)))dt
= [T = ) |w(t)]? + NV (w(t))]dt = 0
hallamos que

y

>

e[ |w! () Pdt = 0
De esto w(t) = 6 = constante y de acuerdo con (11)

(1= A8+ A*VV(8) = 0.
Tomando producto interno de esta ultima ecuacion con é§ y usando la
identidad de Euler (z,VV(x)) = 2V (x) tenemos

(1= X962 + 23V (6) = 0
Asi, puesto que 0 < \* < 1, se sigue de la definicion 1 que § = 0. Puesto
que esto contradice el hecho de que |w||; = 1, la afirmacién 2 se cumple y
queda establecida.

Por el teorema de Leray-Schauder-Schaefer, se sigue que para cada
A€ [0,1] existe fe H, tal que f=AN(f). En particular puesto que
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f = N(f) tenemos una solucién cuando A =1, se sigue que (4) tiene al
menos una solucion = — periodica.
Sea {e,},._, una sucesion de numeros positivos tal que ¢, — 0 cuando

m — oo, Y para esta sucesion se tiene que para cada m =1,2,... existe
fm € H, tal que f,, es solucién de (5) cuando ¢ = ¢, .

AFIRMACION 3. La sucesion {||f.|,},._, es acotada.

m=1

En efecto supongamos lo contrario, podemos considerar sin perder
generalidad que || f,,|l; — oo cuando m — co. TGmese

zn(t) = 28 para m > 1,

A fmlh
tenemos por la homogeneidad de VV que
(12) D2, () + €D (2 (1)) + VV (20 (1) = 171
para m=1,2,...; de esto se sigue que las sucesiones {z,(t)}~_; Y

{Dz,(t)},°_; son equicontinuas y uniformemente acotadas en ( — oo, 00) asi
existe z € H, con |z||; =1 y una subsucesion {z,, (¢)}32, de {z,(¢)}>_, tal
que z,, (t) — z2(t) y ademas Dz, (t) — Dz(t) cuando k — oo con respecto a
t € (—00,00). De (12), deducimos que la sucesion {D?z,,(t)},., converge
uniformemente en ( — co,0). Por esto z es de clase C?y
D?z(t) + VV (z(t)) = 0.

Puesto que ||z||; = 1, esto es contradictorio al hecho de que por hipdtesis
D*f(t) + VV(f(t)) =0 no tiene soluciones w-peridédicas no triviales y la
afirmacién 3 queda establecida.

De la ecuacién diferencial

D? fin(t) + enD(fm(t)) + VV (fin(t)) = (1),
se sigue que la sucesion {D%f,(t)}°_, es uniformemente acotada en
(— 00,00). Por lo tanto, usando el mismo tipo de argumentacion utilizada
en la prueba de la afirmacion 3, concluimos la existencia de una
subsucesion de {f,(t)}>_, tal que tanto esta subsucesion como la
correspondiente  subsucesion de segundas derivadas converge
uniformemente en ( — 0o, 00). Puesto que el limite de esta subsucesion es
una solucion m—periodica de
D2 f(t) + VV(f(t) = p(t)

la demostracion del teorema bajo la hipotesis de que V es estrictamente
definida positiva es completa, o sea, hemos probado la afirmacion 1.

Para demostrar el teorema 4, bajo la hipotesis de que V(x)sea definida

positiva, observamos que para § > 0 suficientemente pequefio; el sistema
D2f(t) +6f(t) + VV(f(t)) =0

no tiene solucién w-periédica no trivial. En verdad en caso contrario,

para 6 > 0 arbitrariamente pequeno, podriamos hallar una soluciéon con
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H,.-norma igual a 1. Una argumentacion de compacidad, analogo al ya
usado en la afirmacion 1, podria darnos una w-solucién no trivial de
D*f(t)+VV(f(t)) =0 en franca contradiccién con la hipétesis. Por lo
tanto puesto que guxuz + V(x) > 0 para = # 0 pero podemos mostrar, para
6 > 0 pequeno, la existencia de una solucién r-periodica de
D*f(t) + of(t) + VV(f(t)) = p(t).

La H!- normas de estas soluciones son acotadas cuando § — 0 puesto
que D%f(t) + VV(f(t)) = 0 no tiene solucion w-periddicas. Por lo tanto por
el mismo tipo de argumentacion de compacidad, tal como lo hemos
usado en las afirmaciones 1, 2 y 3 de arriba, obtenemos una solucién
n-periddica de D*f(t) + VV(f(t)) = p(t) como lo deseamos.

APENDICE
Me propongo dar aqui una demostracion de un teorema, que es pieza
fundamental en la demostracion del teorema de Clarke y de la teoria del
minimax en general.

TEOREMA. Sea H un espacio de Hilbert real, sea
I'y={AC H-{0}; A es compacto, A= — A,v(A) >k}
sea f € C*(H,R) y supongase que f satisface la condicion (P-S) ademads,
f(—=x)= f(z), f(0)=0 yparak =1,2,... sea
ce(f) = inf  sup f(z)
AeTl

kx e A
se tiene si —oo < ¢, (f) <0 para m > 1, entonces existe T € H tal que

V@) =0 y f@)=cu(f). S existen r>1,m>1 para Jlos cuales
—o0< ey (f)=-=cn(f)=c<0 entonces ~(K(c))>r+1 donde
K(c)={r e H; f(z) = ¢, Vf(z) = 0}.

NOTAS. (1) se puede demostrar que I';,; C Iy, en estas condiciones

= i > i =
bmia(t) = dnf - max f(z) > pinf - max f(z) = bn(f)

(2)Para ver que b,(f) <0, dado €>0 escojase ¢ >0 tal que |z|| <¢
entonces |f(z)| < ¢, esto es posible porque f(0) =0y f es continua. Sea
H,, un subespacio m-dimensional de H y sea
A={z/z e H, Yy || = 6}.
Facilmente se tiene que existe T € L(H,,,R™) tal que T(A) = S™"!, T no
singular, por lo tanto y(A) = y(S™ 1) =m, A € T, meaxAJf(x) < e ademas
X

bulf) = pinf,  max Jle) <«

puesto que ¢ > 0 es arbitrario, b,,(f) <0.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA. Supongase — oo < b, (f) <0, c=b,(f) Yy
ademas por contradiccion a la afirmacion, que K(c) = g. Existe un flujo
n:RxH—>HYyYy d>0 tal que n(1,A.4) C A4



Dario Sanchez H UN PROBLEMA DE SOLUCIONES PERIODICAS Aportes 23

mas aun
77(17 - .I') = - 77(1795)7 Ac+d = {l'/f(ilﬁ‘) S c+ d}
De acuerdo a la definicién de ¢ = b,,(f) existe S € ', tal que
max_f(x) <c+d
rzesS

Sea S*=n(l,s) C A._4, puesto que la aplicacion z—n(l,z) es un
homeomorfismo impar, v(S*) = v(S) asi v(S*) >m y S* € I',,. Por lo tanto

max =c—d<c= inf max
xES*f(x) ¢ ¢ SEmeESf(x)
lo cual es una contradiccion.
En seguida supongase — oo <bu(f)=buii(f)="=bp(f)=c<oo

también que v(K(c)) <r+1, asi y(K(c)) <. Por la condicion (P-S), K(c)
es compacto. Por lo tanto existe un conjunto abierto U tal que 0¢ U,
U= -U, K(c)cUy~K(c)=~(U) <r. De acuerdo al teorema bdsico de
deformacién existe d > 0y un flujo n: R x H—— H tal que

(1, Acrg —U) C Ay, n(l,z) = —n(l, —z).
Puesto que

¢ = binir(f) B qujmw- gcmea)é f(z)

existe S e€1I,,., con

max <c+d.
xeSﬂ@ c

Por consiguiente S C A.., tenemos S C (S — (Q uU asi
n+r<y(S) <SS -U)+~{U) <yv(S—-U)+r.
Porlotanto m <~(S-U), S—-U€T,,, S—U CAcy—U

n(1,S-U) C Ac_q, S*el,,
max_ f(x) <c—d<c=_inf.  max_ f(z)
rzesS Bel,, zeB
lo cual es contradictorio.
Por lo tanto
v(K(c)) > r+ 1.
O
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