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Presento al ciberespacio los elementos de topología necesarios para
los métodos de solución en ecuaciones diferenciales conocidos como
teoría del  o teoría de Lusternik-Schnierelman y al finalminimax
presento una aplicación a un problema que se resuelve mediante la
utilización de esta teoría.

§1. .TEORÍA DEL GENÉRO

La noción del género fue introducida por Krasnoselskii en 1952 y la
presentamos a continuación.
Sea  un espacio de Banach, un conjunto de partes de  tales que si„ D „ „a b
E − Ð ÑD „  entoncesa bK" E es un subconjunto cerrado de .„a b e fK# E œ Eß  E œ B − Î  B − ESe debe tener que   donde  en este„

       caso se dice que  es simétrico.Ea bK$ ! Â E.
Escribiremos  para indicar que  para algún espacio deE − E − Ð ÑD D „

Banach .„

DEFINICIÓN 1.1. Si   definimos el género de  como el   más  pequeñoE − ED
entero  (si al menos uno existe) tal que exista una aplicación7   "

continua  para la cual se tiene que para0 À E d  ! 0  B œ  0 B→ 7 wwe f a b a b 

todo . Si no existe un tal entero decimos que el  género de  esB − E Eww

infinito .a bœ _

En general si  será dentado por .E − ED #a b
PROPOSICIÓN 1.2. Sea  entonces  .W œ B − d à B œ " W œ 8  "8 8" 8e f a bl l #

DEMOSTRACIÓN. Supóngase por contradicción que exista 0 À W d  !8 5→ e f
con , continua y además , sea  5  8 0  B œ  0 B 3 À d  ! d  !a b a b e f e f5 8→
continua con (esta aplicación no es otra que3  B œ  3 Ba b a b
   a b a bB ß B ßá ß B È B ß B ßá ß B ß !ß !ßá ß !" # 5 " # 5

si ).5  8
Tómese la función compuesta , la cual cumple que1 œ 3 ‰ 0 À W d  !8 8→ e f
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 .1  B œ 3 0  B œ 3  0 B œ  3 0 B œ  1 Ba b a b a b a b a ba b a b a b
Por otra parte  es continua, podemos en estas condiciones aplicar el1
teorema de Borsuk-Ulam para afirmar la existencia de  tal queB − W ß!

8 

1 B œ 1  B  1 B #1 B œ ! 1 B œ !a b a b a b a b a b! ! ! ! != . Por lo tanto , entonces . Esto es
contradictorio puesto que .1 W § d  !a b e f8 8

PROPOSICIÓN 1.3. Si  y existe  con EßF − 1 − G EßF 1  B œ  1 BD a b a b a b
entonces . Si  es un homeomorfismo, .# # # #a b a b a b a bE Ÿ F 1 E œ F
DEMOSTRACIÓN. Si , la proposición es obvia. Supóngase entonces#a bF œ _
que esto implica la existencia de#a bF œ 7
     tal que  .0 − G Fßd  ! 0  ? œ  0 ?a b a b a be f7

   
Claramente  donde . Por lo tanto2 œ 0 ‰ 1 − GÐEßd  ! Ñ 2  B œ  2 B7 e f a b a b
# #a b a bE Ÿ 7 Ÿ F 1 1. Si  es un homeomorfismo, entonces puesto que es"

impar se sigue .# #a b a bF Ÿ E

DEFINICIÓN 1.4. Sea , donde  es un espacio de Banach real yE § „ „
E − Ð Ñ 7 G ßG ßá ßGD „ „. Si existen un entero  y subespacios  en   tales" # 7

quea b3 G  Ð  G Ñ œ ß " Ÿ 5 Ÿ 75 5 ø
a b33 E § Ð G Ñ  Ð Ð  G ÑÑ 

7 7

5 œ " 5 œ "
5 5

en estas condiciones se denotará con  al más pequeño de tales#‡a bE
enteros. Si no existe tal entero, se define .#‡a bE œ _
Es un ejercicio bastante interesante demostrar que  .# #a b a bE œ E‡

PROPOSICIÓN 1.5. Si  y  entoncesE − Ð Ñ F − Ð ÑD „ D „

   .# # #ÐE  FÑ Ÿ ÐEÑ  ÐFÑ
DEMOSTRACIÓN. Si  ó  entonces claramente .# # #a b a b a bE œ _ F œ _ E F œ _
Supóngase que  y .# #a b a bE œ 7  _ F œ 8  _
De la definición 1.4 existen subconjuntos cerrados  de 7 G ßG ßá ßG" # 7 „

con ø    tales que  .G   G œ ß 5 œ "ß #ßá ß7 E § G  Ð  G Ñ5 5 5 5a b c d
7

5 œ "
También existen  subconjuntos cerrados de ,  con8 H ßH ßá ßH„ " # 8

H  Ð  H Ñ œ ß 4 œ "ß #ßá ß 8 F § H  Ð H Ñ4 4 4 4ø y  tales que  entonces se
8

4 œ "

tiene que
   E F § Ð G  Ð  G ÑÑ  Ð H  Ð H ÑÑ 

7 8

5 œ " 4 œ "
5 5 4 4

siguiéndose que  así  .# # # #‡a b a b a b a bE F Ÿ 7 8 E  F Ÿ E  F
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PROPOSICIÓN 1.6. Sea ,  es compacto entonces .E − Ð Ñ E E  _D „ #a b
DEMOSTRACIÓN. Si  entonces ø, dondeB − E FÐBß < Ñ  FÐ  Bß < Ñ œB B

     y  .< œ B  ! F Bß < œ C − à B  C Ÿ <B B B
"
#l l a b e fl l„

Claramente . Puesto queF  Bß < œ  F Bß <a b a bB B

   E § FÐBß < Ñ  FÐ  Bß < Ñ
B − E

c dB B

y  es compacta, entonces existen    tales queE B ß B ßá ß B − E" # 7

   E § FÐB ß < Ñ  FÐ  B ß < Ñ
k=1

7 c d5 B 5 B5 5

por lo tanto se sigue de la definición 1,4 que .#a bE  7  _

Encontramos ahora una caracterización interesante de los conjuntos
compactos de un espacio de Banach en el siguiente resultado.

PROPOSICIÓN 1.7. Sea ,  compacto, existe un subconjunto abiertoE − Ð Ñ ED „

Y E § Yß ÐY Ñ − Ð Ñ ÐY Ñ œ ÐEÑ de  tal que  y  .„ D „ # #

DEMOSTRACIÓN. Sea , existe  una aplicación continua impar#a bE œ 8
0 À E d  !⎯→  . Por el teorema de extensión de Tietze existe8 e f
J − GÐ ßd Ñ J œ 0 K B œ J B  J  B K„ 8

E
"
# tal que . Si ,  es impar ya¸ a b a ba b a b

que . Por consiguiente , puesto0  B œ  0 B ß K œ 0 ! Â KÐEÑ œ 0ÐEÑa b a b ¸
E

que  es compacto existe  tal que  si , ahoraK E <  ! C   #< C − K Ea b l l a b
como  si existe  con  entoncesK E œ K E Z œ CÎ D − KÐEÑ D  C  <a b a b e fk k
Z œ  Z C − Z C  < Y œ K Z Y y más aún si  entonces . Si  entonces l l a b"

es un conjunto abierto que contiene a  y  implica . MásE B − Y K B  <l la b
aún .Y œ Y
Por continuidad  implica . Puesto que  yB − Y K B   < K ! œ !ßY − Ð Ñl l a ba b D „

# # # # #ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰a b a bY Ÿ 8 Y   E   8Þ Y œ E œ 8. Pero . Por lo tanto .

El siguiente resultado nos da un criterio para la determinación de los
conjuntos infinitos de .„
 
PROPOSICIÓN 1.8. Si  y entonces  contiene un númeroE − E  " ED #a b
infinito de puntos.
DEMOSTRACIÓN. Si por el contrario  contiene  solamente un número finitoE
de puntos, puesto que entoncesE œ Eß
   E œ C ß C ßá ß C   C ß  C ßá ß  Ce f e f" # 5 " # 5

se define ahora la función continua  por0 À E  "ß " § d→e f
  si   

   si 0 B œ
" B − C ß C ßá ß C
 " B −  C ß  C ßá ß  C

a b œ e fe f" # 5

" # 5

puesto que  es una función impar continua se sigue que  lo cual0 E œ "#a b
es una contradicción.a bpo
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§2. CONTINUIDAD DEBIL.

Sea  un espacio de Hilbert real, separable con producto interno , . Si[ Ø Ùe fB B8
_
8œ" es una sucesión que converge débilmente a , es decir la sucesióne fØB ß 0Ù ØBß 0Ù 0 − B ï — B8 8

_
8œ" converge a  para todo  entonces escribimos .[

Consideremos ahora  un espacio de Banach con norma  .„ l l„
DEFINICIÓN 2.1. Una función se  dice débilmente continua ó,1 À L→„
continua con respecto a la topología débil si se da una sucesión e fB8

_
8œ"

tal que cuando  entoncesB B 8 Ä _ß8ï —
    cuando  .l la b a b1 B  1 B Ä ! 8 Ä _8 „

PROPOSICIÓN 2.2. Si es una función débilmente continua entonces1 À [ „→
1 − GÐ ß Ñ E § E 1[ „ [. Si  y  es compacto entonces la restricción es¸

E

uniformemente continua con respecto a la norma de . Más aún l l a b† 1 E[

es un conjunto acotado en .„
DEMOSTRACIÓN. Veamos la segunda parte, esto es que  es1¸

E

uniformemente continua, para lo cual suponemos por contradicción que
no es uniformemente continua, entonces existe un número ,%  !

sucesiones y   con  para todo  tales quee f e fB C B − Eß C − E 88 8 8 8
_ _
8œ" 8œ"l l k ka b a bB  C  1 B  1 C    ! 88 8 8 8

"
8  y , para todo .„ %

Puesto que  es una sucesión acotada, existe una subsucesióne fB8
_
8œ"˜ ™B B ï — B − @ −8 8

_

4œ"4 4
, tal que  es decir para todo  se tiene[ [

ØB ß @Ù Ä ØBß @Ù 4 Ä _84
cuando , ahora

 ¸ ¸ ¸ ¸ ¼ ¼l lØBß @Ù  ØC ß @Ù Ÿ ØBß @Ù  ØB ß @Ù  B  C @8 8 8 84 4 4 4

 Ÿ @  ØBß @Ù  ØB ß @Ù Ä !"
8 8
4 4
l l ¸ ¸

cuando  así  cuando . Por lo tanto4 Ä _ß C ï — B 4 Ä _84

   y  ¸ ¸ ¸ ¸ˆ ‰ ˆ ‰a b a b1 B  1 B Ä ! 1 C  1 B Ä !8 84 4„ „

entonces  lo cual es contradictorio. Esto muestra¸ ¸ˆ ‰ ˆ ‰ a b1 B  1 C Ä ! po8 84 4 „

que es uniformemente continua.1¸
E

Ahora  es acotado, puesto que si no lo es, existe una sucesión 1 E Ba b e f8 _
8œ"

con   para toda  tal que . Puesto que  esB − E 8 1 B   8 E8 8k ka b „

acotado existirá una subsucesión con  cuando .˜ ™B B ï — B − 4 Ä _8 8
_

4œ"4 4
[

Por lo  tanto , lo cual es contradictorio.k k a ba b a b1 B  1 B Ä ! po84 „

PROPOSICIÓN 2.3. Si  y   es débilmente continua, entonces 0 § G Ð ßdÑ f0 0" [

es débilmente continua.
DEMOSTRACIÓN. Sea  una sucesión en  tal que . Recordemose fB B ï — B8 8

_
8œ" [

que por el teorema del valor medio se tiene
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   .0 B  0 B œ Øf0 B  B  B ß B  BÙß ! Ÿ Ÿ "a b a b a ba b8 8 8 8 8) )

Ahora dado  se tiene@ − [
 ØB  B  B ß @Ù œ ØBß @Ù  ØB  Bß @Ù Ä ØBß @Ù) )8 8 8 8a b
cuando . También se tiene8 Ä _
  0 B  0 B œ Øf0 B  B  B f0 B ß B  B Ù  Øf0 B ß B  BÙa b a b a b a b a ba b8 8 8 8 8)

comok k l ll la b a b a b a ba b a bØf0 B  B  B f0 B ß B  BÙ Ÿ f0 B  B  B f0 B B  B) )8 8 8 8 8 8

 
Pero las sucesiones débilmente convergentes son siempre acotadas, por
lo tanto existe tal que  para todo . Ahora como  esQ B  B Ÿ Q 8 f0l l8

débilmente continua y  , entoncesB  B  B ï — B)8 8a b
   , cuando .l la b a ba bf0 B  B  B f0 B Ä ! 8 Ä _)8 8

Por lo tanto , cuando  .0 B  0 B Ä ! 8 Ä _a b a b8

PROPOSICIÓN 2.4. Sea  un espacio de Hilbert real con producto interno , .[ Ø Ù
Sea  un producto interno equivalente a , es decir una aplicación deØß Ù Øß Ù"

[ [‚ d ?ß @ È Ø?ß @Ù  dada por  que es bilineal, simétrica, definida→ a b "

positiva y existen constantes  y  tales queG  ! G  !" #

G B Ÿ B Ÿ G B B œ ØBß BÙ B œ ØBß BÙ" # "" "l l l l l l l l l lÈ È donde   y . Dada una
sucesión  en  y   tal que con respecto al productoe fB B − B B8 8

_
8œ" [ [ ï —

interno  entonces con respecto al producto interno .Øß Ù B B Øß Ù8 "ï —
DEMOSTRACIÓN. Supóngase que  con respecto al producto internoB ï — B8

Øß Ù C − J À d. Para fijo, considérese la función  definida por[ [→
J B œ ØBß CÙ Ja b ",   es lineal y se tiene
   J B Ÿ B C Ÿ G B Ca b l l l l l ll l" " #

Aplicando el teorema de Riesz en  existe  tal quea b[ [ß Øß Ù C −‡

    para todo ØBß CÙ œ ØBß C Ù −" ‡ [

y se tiene
  .lim lim

8Ä_ 8Ä_
8 " 8 ‡ ‡ "ØB ß CÙ œ ØB ß C Ù œ ØBß C Ù œ ØBß CÙ

Por lo tanto  débilmente con respecto a la topología  definida porB ï — B8

el producto .Øß Ù"

Finalizamos dando un criterio fundamental debido a Palais y Smale y
conocida como la condición - .a bT W

DEFINICIÓN 2.4. Sea ,  se dice que satisface la condición - ,0 − G Ð ßdÑ 0 T W" [ a b
si es una sucesión tal que  y es acotada,e f a b e fa bB f0 B œ ! 0 B8 8 8

_ _
8œ" 8œ"8Ä_

lim

entonces existe una subsucesión  que converge fuertemente.e fB8
_
6œ"6

§3. UN PROBLEMA DEL MINIMAX
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Un resultado clásico que dio origen a la teoría del minimax la
encontramos en 1 , de donde lo tomamos y que constituye el famosoc d
teorema de Lusternik-Schnierelmann, cuya demostración fue dada por D.
Clark, 3c d
TEOREMA 3.1. Sea  una función que satisface la condición  y0 À d T  W„→ a b
tal que . Para cada , sea0 ! œ ! 7 Ÿa b dim„

    - 0 œ 0 B7a b a bŒ inf sup
#ÐEÑ   7 B − E

Si  entonces   y_  - 0  ! O œ B − à 0 B œ - 0 ß 0 B œ ! Á7 7 7
wa b e fa b a b a b„ ø

O 7 Ÿ 8 _  - 0 œ - 0 œ -  !7 7 8 es compacto. Más aún, si  y a b a b
entonces #a bO   877 ".
DEMOSTRACIÓN. Ver 1 .c d
Como una consecuencia del teorema 3.1  deducimos el siguiente
resultado cuya demostración omitimos en este aporte.

TEOREMA 3.2. Sea  un espacio de Hilbert real, sea[
 = ;  es compacto, ,> [ #e fe f a bE §  ! E E œ Eß E   5
sea  y supóngase que satisface la condición -  además0 − G Ð ßdÑ 0 ÐT WÑ# [

0  B œ 0 B 0 ! œ ! 5 œ "ß #ßá ßa b a b a b,  y para cada sea
    - 0 œ 0 B5a b a binf max

E − B − E>5

se tiene si  para , entonces existe  tal que_  - 0  ! 7   " B −7a b [

f0 B œ ! 0 B œ - 0a b a b a b y   .7

Si existen ,  para los cuales -<   " 7   " _  - 0 œ â œ - 0 œ -  !7< 7<a b a b
entonces  , donde  .# [a b a b e fa b a b a bO -   <  " O - œ B − à 0 B œ -ßf0 B œ !

DEFINICIÓN 3.3. Sea  un espacio de Banach real y   una -subvariedad„ Q G"

de Sea , se dice que  es un punto crítico de  si„ „Þ 0 − G ßd : − Q 0"
Q

a b ¸
0 : @ œ ! @ − XQw

:a b para todo  donde .0 : − P ßd œw ‡a b a b„ „

En seguida presentamos un resultado de gran utilidad en el estudio de las
soluciones periódicas de un sistema hamiltoniano autónomo.

TEOREMA 3.4. Sea  supóngase además que0 − G Ð ßdÑ# [a b a b a b a b3 0  B œ 0 B ß 0 ! œ !a b a b a b33 f0 B œ B  J B J  donde  es débilmente continuaa b a b l l333 0 B Ä _ B Ä _ cuando  a b3@ Q Q œ 8  ! Existe un subespacio de dimensión finita  de  con  [ dim
tal que    para todo  .ØH 0 ! Cß CÙ  ! C − Q  !# a b e f
Bajo estas hipótesis existen al menos  soluciones no cero (no triviales)#8

distintas de f0 Ba b œ !.
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DEMOSTRACIÓN.Veamos inicialmente que  satisface la condición 0 T  Wa b
supóngase que es acotada y   cuando .e f a ba b0 B f0 B Ä ! 7 Ä _7 7

_
7œ"

Existe tal que  para todo , así existe una subsucesión<   ! B Ÿ < 7l l7e f e fB B B − B ï — B J7 7 7
_ _
6œ" 7œ"6 6

 de  y  tal que . Por lo tanto como  es[

débilmente continua  cuando , puesto quel la b a bJ B  J B Ä ! 6 Ä _76

f0 B œ B  J B 6 Ä _a b a b7 7 76 6 6
 tiende hacia cero cuando , así

lim lim
6Ä_ 6Ä_

7 7 7B œ J B œ J B ß B Ä B B  J B œ !
6 6 6

a b a b a b ya que como  entonces  .
En  seguida afirmamos la existencia de un  tal que  para todo! !0 B  a b
B − 0 B Ä _ B Ä _ V  ![, en efecto, puesto que cuando  existe  tala b l l
que  si , así  donde 0 B   ! B   V f0 B œ B  J B 0 B œ B  1 Ba b l l a b a b a b l l a b"

#
#

siendo  tal que . Ahora como  es débilmente continua1 B f1 œ J Ja b
entonces  también es débilmente continua. Por consiguiente como1e f l ll lBÎ B Ÿ V B B Ÿ V es cerrado, convexo y acotado , existe  tal que  y! !

1 B œ 1 B B Ÿ Vß 0 B    1 B 0 B a b a b l l a b a b a b! !maxl lB Ÿ V
. Por lo tanto si  así  para!

todo  donde .B − œ !ß 1 B[ ! mine fa b!
Puesto que , existe  tal que  paradimQ œ 8  _ 7  ! ØH 0 ! Cß CÙ Ÿ 7 C# #a b l l
todo , en efecto puesto que  es compacto yC − Q C − Q à C œ " œ Ge fl l
ØH 0 ! Cß CÙ  ! C − G 7  ! ØH 0 ! Cß CÙ Ÿ 7# #a b a b para todo , existe  tal que 
para todo .C − G
Sea   tan pequeño que si  entonces  .$ $ ! B Ÿ H 0 ! H 0 B l l l la b a b# # 7

#

Sea ahora , entonces existe  no singular,E œ C − Q à C œ Xe fl l $

X − PÐQßd Ñ X E œ W E œ W œ 8 C − E8 8" 8" tal que , y , . Para a b a b a b# #

tenemos
 0 C  0 ! œ Øf0 ! ß CÙ  ØH 0 C Cß CÙ œ ØH 0 C Cß CÙa b a b a b a b a b" "

# #
# #) )

dado que  ,    entonces      luego0 ! œ ! 0 B œ 0  B f0 ! œ !ßa b a b a b a b
 0 C œ ØH 0 ! Cß CÙ  ØH 0 C H 0 ! Cß CÙa b a b a b a b" "

# #
# # #)

  0 C Ÿ  C  H 0 C H 0 ! C Ÿ   œ a b l l l ll la b a b7 " 7 7 7
# # # % %

# ## # # # #) $ $ $

Como .# > $a b a bE œ 8ß E − ß 5 œ "ß #ßá ß 8ß 0 B Ÿ   !5
7
%

#max
B − E

Si , , teniéndoseF − 0 B   0 B    _> !5 max inf
B − F B −

a b a b
[

   ., 0 œ 0 B  5a b a binf max
F − B − F>5

!

Así  para  en estas condiciones se puede_  , 0  ! 5 œ "ß #ßá ß 85a b
demostrar que existe  tal que  y ,B ß 5 œ "ß #ßá ß 8 0 B œ , 0 f0 B œ !5 5 5 5a b a b a b
puesto que  y , . Si  y, 0  ! 0 ! œ ! B Á ! " Ÿ 4  6  85 5a b a b
, 0 œ , 0 œ â œ , 0 œ - O -   6  4  "   #4 4" 6a b a b a b a ba b, entonces  así del#

teorema 3.2 existen infinidad de soluciones de  tales quef0 B œ !a b
0 B œ -a b . Por el mismo resultado se sigue que si
_  , 0  , 0  â  , 0  !" # 8a b a b a b  entonces el conjuntoe fB ß B ßá ß B ß  B ß  B ßá ß  B #8" # 8 " # 8  está formado por  soluciones no cero
distintas de .f0 B œ !a b
♣
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