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Presento al ciberespacio los elementos de topologia necesarios para
los métodos de solucidon en ecuaciones diferenciales conocidos como
teoria del minimax o0 teoria de Lusternik-Schnierelman y al Tfinal
presento una aplicacién a un problema que se resuelve mediante la
utilizacion de esta teoria.

§1.TEORIA DEL GENERO.

La nocion del género fue introducida por Krasnoselskii en 1952 y la

presentamos a continuacion.

Sea E un espacio de Banach, X(E)un conjunto de partes de E tales que si

A € ¥(E) entonces

(G1) A es un subconjunto cerrado de E.

(G2)Se debe tenerque A= — A, donde —A={z€E/—x € A} en este
caso se dice que A es simétrico.

(G3)0 ¢ A.

Escribiremos A € ¥ para indicar que A € X(E) para algun espacio de

Banach E.

DEFINICION 1.1. 5/ A € ¥ definimos el género de A como e/ mds pequerio
entero m>1 (si al menos uno existe) tal que exista una aplicacion
continua f : A>R™ — {0} para la cual se tiene que "f(—x) = — f(x) para
todo x € A”. S/ no existe un tal entero decimos que el género de A es
infinito ( = ).

En general si A € ¥ sera dentado por ~v(A).

PROPOSICION 1.2. Sea S™ = {x € "™ ; ||z|| = 1} entonces ~(S™) =n + 1.
DEMOSTRACION. Supdngase por contradiccion que exista f: S"—>RF — {0}

con k < n, continua y ademas f(—x) = — f(z), seai: R* - {0} > R" - {0}
continua con i( — z) = — i(z) (esta aplicacion no es otra que

(x1,x9,...,xk) — (1,29, ...,21,0,0,...,0)
Si k <n).

Témese la funcion compuesta g =io f: S">R" — {0}, la cual cumple que
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g(—z) =i(f(—=x)) =i( - f(z) = —i(f()) = —g(@).
Por otra parte g es continua, podemos en estas condiciones aplicar el
teorema de Borsuk-Ulam para afirmar la existencia de z, € S, tal que
g(zo) = g( — zo)= — g(xp). Por lo tanto 2¢(xy) = 0, entonces g(xy) = 0. Esto es
contradictorio puesto que g(S™) Cc ®" — {0}.

PROPOSICION 1.3. 5/ A,BeXY y existe ge C(A,B) con g(—x)= —g(x)
entonces y(A) < v(B). 5/ g es un homeomorfismo, v(A) = v(B).
DEMOSTRACION. Si ~(B) = oo, la proposicion es obvia. Supdngase entonces
que ~(B) = m esto implica la existencia de
felC(B,R™—{0}) talque f(—u)= — f(u).
7 {0}

Al
a—3 g
Claramente h = fog e C(A,R™ — {0}) donde h(—x) = — h(x). Por lo tanto

v(A) <m < v(B). Si g es un homeomorfismo, entonces puesto que g 'es
impar se sigue v(B) < v(A).

DEFINICION 1.4. Sea ACURE, donde E es un espacio de Banach real y
A e X(E). S/ existen un entero m y subespacios C1,Cs,...,C,, enE tales
que
(Z) C’kﬂ(—Ck):ﬂ, 1<k<m

m m

(i) A C (kglck) U (kL:Jl( —Ch))

en estas condiciones se denotard con v*(A) al mds pequerio de tales
enteros. Si no existe tal entero, se define v*(A) = cc.
Es un ejercicio bastante interesante demostrar que ~(A) = ~*(A).

PROPOSICION 1.5. S/ A € X(E) y B € X(E) entonces
(AU B) <~y(A) +v(B).
DEMOSTRACION. Si v(A) = oo 6 y(B) = oo entonces claramente v(A U B) = .
Supongase que y(A) =m < ooy y(B) =n < oo.
De la definicion 1.4 existen msubconjuntos cerrados C;,(s,...,C,, de E

m
con C,N(—-Cy)=0,k=1,2,....m tales que AckL_Jl[CkU(—Ck)].
También existen n subconjuntos cerrados de E, D;,Ds,...,D, con
n
Din(—D;)=2,j=1,2,...,ny tales que B C ,UleU (— D;) entonces se
J:
tiene que
m n
AUB C (k:UICkU<_Ck>)U('U1DjU(_Dj))
= J:
siguiéndose que Y (AUB) <m+mn asi v(AUB) <~(A)+~(B).
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PROPOSICION 1.6. Sea A € X(E), A es compacto entonces v(A) < oo.
DEMOSTRACION. Si = € A entonces B(z,r,) N B( — z,r,) = @, donde
re = gllzll >0y Bla,r) = {y € E; [l — yl| < .}
Claramente B( — z,7,) = — B(«x,r;). Puesto que
A c LEJA[B(JL', r.)UB(—z,7,)]

y A es compacta, entonces existen xzy,z»,...,z,, € A tales que
m
AC kL—J] [B(zg,7s,) UB(— g, 72,)]

por lo tanto se sigue de la definicidn 1,4 que y(4) < m < .

O

Encontramos ahora una caracterizacion interesante de los conjuntos
compactos de un espacio de Banach en el siguiente resultado.

PROPOSICION 1.7. Sea A € X(E), A compacto, existe un subconjunto abierto
U deE tal que AC U,(U) € S(E) y v(U) =~(A).

DEMOSTRACION. Sea ~(A)=mn, existe una aplicacion continua impar
f: A—R"—{0}. Por el teorema de extension de Tietze existe
F e C(E,R") tal que F|, = f. Si G(z) = §(F(z) — F(—)), G es impar ya
que f(—x)= — f(z), G|, = f. Por consiguiente 0 ¢ G(A) = f(A), puesto
que G(A) es compacto existe r >0 tal que ||y|| > 2r si y € G(A), ahora
como G(A)= —G(A) si V ={y/existe z € G(A) con |z —y| < r} entonces
V = —V y mas aun si y € V entonces |y|| >r. Si U =G (V) entonces U
es un conjunto abierto que contiene a Ay z € U implica ||G(z)| > r. Mas
aun U = —-U.

Por continuidad = € U implica ||G(z)|| > r. Puesto que G(0) =0,U € %(E) y
7(U) < n. Pero v(U) > v(A) > n.. Por lo tanto v(U) = v(A) = n.

El siguiente resultado nos da un criterio para la determinacion de los
conjuntos infinitos de E.

PROPOSICION 1.8. S/ AeX y ~(A) > 1entonces A contiene un numero
infinito de puntos.
DEMOSTRACION. Si por el contrario A contiene solamente un numero finito
de puntos, puesto que A = — A, entonces

A={yr, v,y U{ =1, =92, — Ui}
se define ahora la funcion continua f: A>{—-1,1} C ® por

_J1 si ze{y, Y2, Uk}
f(IL‘) - { —1 si xE{—yl, — Y2, ..y _yk}

puesto que f es una funcidén impar continua se sigue que ~(A) =1 lo cual
es una (—+) contradiccion.
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§2. CONTINUIDAD DEBIL.

Sea H un espacio de Hilbert real, separable con producto interno (). Si
{z,} 7, es una sucesion que converge débilmente a z, es decir la sucesion
{(z,, f)},—, converge a (z, f) para todo f € H entonces escribimos z,—b>x.
Consideremos ahora E un espacio de Banach con norma || ||g.

DEFINICION 2.1. Una funcion g: H—E se dice débilmente continua o,
continua con respecto a /la topologia débil si se da una sucesion {x,} .,
tal que x,—v>x cuandon — oo, entonces

lg(zn) — g(x)||g — 0 cuando n — oco.

PROPOSICION 2.2. S/ g: H—E es una funcion débilmente continua entonces
geC(H,E). Si ACH y A es compacto entonces la restriccion g 4 6
uniformemente continua con respecto a la norma || - || de H. Mds aun g(A)
es un conjunto acotado en E.
DEMOSTRACION. Veamos la segunda parte, esto es que g\A es
uniformemente continua, para lo cual suponemos por contradicciéon que
no es uniformemente continua, entonces existe un numero e > 0,
sucesiones {z,}.~;Y {yn},—; CcONn z, € A, y, € A para todo n tales que
20 = yull < 3 ¥ [9(x0) = 9(ya)|g > € > 0, para todo n.
Puesto que {x,} —, es una sucesion acotada, existe una subsucesidn
{:c,,,/j}j;, tal que z,—>TecH es decir para todo veH se tiene
(T, v) — (T,v) cuando j — oo, ahora

‘(Ev U> - <ynj7v>| < ‘(Tv U) - <xnj’v>| + Hxnj - ynjHHU“

< Lol + [(@,v) — (@, v)| = 0
cuando j — oo, asi y, =7 cuando j — oco. Por lo tanto

|9(2n,) = 9@)|g = 0 Y [9(yn;) = 9(@)]g =0
entonces |g(zy,) — g(n,) |z — 0 lo cual es (—+) contradictorio. Esto muestra
que g|Aes uniformemente continua.
Ahora g(A) es acotado, puesto que si no lo es, existe una sucesion {x,} -,
con z,€A para toda n tal que |g(z,)|p > n. Puesto que A es
acotado existird una subsucesion {:c,,,/j}il con z,—>7 € H cuando j — oo.
Por lo tanto |g(z,;) — g(Z)|z — 0, lo cual es (—+) contradictorio.
PROPOSICION 2.3.5/ f C CY(H,R) y Vf es débilmente continua, entonces f
es débilmente continua.
DEMOSTRACION. Sea {z,} -, una sucesion en H tal que z,—>7Z. Recordemos
gue por el teorema del valor medio se tiene
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f('rn)_f(f):<Vf(f+9n(xn_f))>$n_$>7 0<6,<1.
Ahora dado v € H se tiene
T+ 0p(x, —),v) = (T,v) + O, (x, — T,v) — (T,v)
cuando n — oco. También se tiene
f(@n) = f(@) = (V@ + On(zn — 7)) = V@), 20 — T ) +(V(T), 2, — T)
como
(V@ +0n(zn — ) = V()2 —T)| < |[VF(@T+ On(zn — 7)) — V(@) ||[|zn — Z||

Pero las sucesiones débilmente convergentes son siempre acotadas, por
lo tanto existe Mtal que ||z, — || < M para todo n. Ahora como V[ es
débilmente continua y 7+ 6,(z, —7)=>7, entonces

\Vf(@+0,(x, —T)) —Vf(@)|] —0,cuando n — oo.
Por lo tanto f(z,) — f(¥) — 0, cuando n — co.

PROPOSICION 2.4. Sea H un espacio de Hilbert real con producto interno (,).
Sea (,)1 un producto interno equivalente a {,), es decir una aplicacion de
HxH >R dada por (u,v)— (u,v); que es bilineal, simétrica, definida
positiva y existen constantes C; >0 y Cy>0 tales que
Cillz| < [[z]l, < Collzl| donde ||| = \/(z,z) y |zll, = \/(z,2):. Dada una
sucesion {z,},~, en H y T H tal que x,—>T con respecto al producto
interno (,) entonces x,—>T con respecto al producto interno ().
DEMOSTRACION. Supdngase que x,—>7T con respecto al producto interno
(,). Para yeH fijo, considérese la funcion F:H—>%R definida por
F(x) = (z,y)1, F eslinealy se tiene

F(z) < 2yl < Callllliy]
Aplicando el teorema de Riesz en (H, (,)) existe y, € H tal que

(x,y)1 = (z,y.) paratodo € H
y se tiene

n!i—>r20<x”’y>1 :TI!LTO<xnay*> = <§7 y*> = <fa y>1'

Por lo tanto z,—>7 débilmente con respecto a la topologia definida por
el producto (,);.

Finalizamos dando un criterio fundamental debido a Palais y Smale y
conocida como la condicién (P-S).

DEFINICION 2.4. Sea f € C1(H,R), f se dice que satisface la condicion (P-S),
si{x,},2, es una sucesion tal que limV f(z,) =0 y{f (zn)}.-, €s acotada,

entonces existe una subsucesion {x, },°, que converge fuertemente.

§3. UN PROBLEMA DEL MINIMAX
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Un resultado clasico que dio origen a la teoria del minimax la
encontramos en [1], de donde lo tomamos y que constituye el famoso
teorema de Lusternik-Schnierelmann, cuya demostraciéon fue dada por D.
Clark, [3]

TEOREMA 3.1. Sea f : E— R wna funcion que satisface la condicion (P —S) y
tal que f(0) =0. Para cada m < dimE, sea

nth) = ot (sup 7))
YA)Z2m \zeA
Si —oco<cen(f)<0 entonces K, ={x€E;f(x)=cun(f),f(x)=0}#0 y
K,, es compacto. Mds aun, si m<n y —oo<cu(f)=ci(f)=c<0
entonces ~(K,)>n—m+ 1.
DEMOSTRACION. Ver [1].

Como una consecuencia del teorema 3.1 deducimos el siguiente
resultado cuya demostracion omitimos en este aporte.

TEOREMA 3.2. Sea 'H un espacio de Hilbert real, sea

I'={A CH—-{0}, A es compacto, A= — A, v(A) > k},
sea f € C*(H,R) y supongase que f satisface la condicion (P-S) ademads
f(—z)=f(z), f(0) =0 yparacadak=1,2,..., sea

() = o, max J@

se tiene si —oo < cy(f) <0 para m > 1, entonces existe T € H tal que
Vi@ =0y [@ =calf).

Si existen r > 1, m > 1 para los cuales 0o < ¢, _.(f) =+ = ¢y
entonces v(K(c)) >r+1, donde K(c)={x e H; f(x) =¢,Vf(x)=0}.

DEFINICION 3.3. Sea E un espacio de Banach real y M una C'-subvariedad
de E.Sea f € C'(E,R), se dice que pe M es un punto critico de f|,, si

f'(p)v =0 para todo v € TM, donde f'(p) € L(E,R) = E*.

En seguida presentamos un resultado de gran utilidad en el estudio de las
soluciones perioddicas de un sistema hamiltoniano auténomo.

TEOREMA 3.4. Sea f € C*(H,R) supongase ademads que

(i) f(—x) = f(z), f(0) =0

(1) Vf(x) =2 — F(z) donde F es débilmente continua

(1i1) f(x) — oo cuando ||x|| — oo

(iv) Existe un subespacio de dimension finita M de H con dimM =n >0
tal que (D*f(0)y,y) <0 para todo y e M — {0}.

Bajo estas hipotesis existen al menos 2n soluciones no cero (no triviales)
distintas de V f(x) = 0.
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DEMOSTRACION.Veamos inicialmente que f satisface la condicién (P —S)
supongase que {f(zn)},._;es acotada y Vf(z,) — 0 cuando m — oc.
Existe r > 0tal que |x,| <r para todo m, asi existe una subsucesion
{xm 2, de {z,},_, Yy T€H tal que z,~>7. Por lo tanto como F es
débilmente continua |F(z,,)— F(T)|] —0 cuando [— co, puesto que
Vf(zm)=2zm — F(z,) tiende hacia cero cuando [— o, asi

llimxml :llim F(z,,) = F(Z), ya que como x,,, — T entonces = — F(z) = 0.
—00 —00

En seguida afirmamos la existencia de un « tal que f(x) > o para todo
x € H, en efecto, puesto que f(z) — ococuando ||z|| — oo existe R >0 tal
que f(z)>0 si |lz]| >R, asi Vf(z) =z - F(z) donde f(z)= j||z| - g()
siendo g(z) tal que Vg=F. Ahora como F es débilmente continua
entonces ¢ también es débilmente continua. Por consiguiente como
{z/]|z|| < R} es cerrado, convexo y acotado , existe x, tal que ||z|| < Ry

g(xg) = | rﬂ]ax g(x). Por lo tanto si ||z|| < R, f(z) > — g(zo) asi f(x) > « para

todo = € H donde a = min{0, g(x¢)}.
Puesto que dim M = n < oo, existe m > 0 tal que (D2f(0)y,y) < m|ly||* para
todo y € M, en efecto puesto que {y € M; |ly]| =1} =C es compacto y
(D*f(0)y,y) <0 para todo y € C, existe m >0 tal que (D*f(0)y,y) < —m
para todo y € C.
Sea 6 >0 tan pequefio que si ||z| <4 entonces |D*f(0)— D*f(z)|| < %
Sea ahora A={ye M; |y|| =6}, entonces existe T no singular,
T e L(M,R") tal que T(A)=5"1 y , v(4A)=~(S"1)=n. Para yec A
tenemos

fy) = £(0) = (V£(0),y) + 5(D*f(0y)y, y) = 5(D*f(0y)y, y)
dado que f(0) =0, f(z) = f(—=z) entonces Vf(0)=0, luego

fly) = 5(D*f(0)y,y) + 5(D*f(8y) — D*f(0)y, )

Fy) < = 5lyl* + 3 ID* f(8y) = D*f(O) lllyll* < — 56°+ 56° = — 367
Como y(A)=n, AcTy, k=1,2,...,n, ;neaﬁf(x) < -2 <.

) >

Si BeTy, meaéf( T) > |nf f( a > — oo, teniéndose
x

() = inf . maxf(z) > .

Asi —oo < bp(f) <0 para k—1,2,...,n en estas condiciones se puede
demostrar que existe z;, k=1,2,...,n tal que f(zx) =0br(f) y Vf(zx) =0,
puesto que b (f)<0 y f(0)=0, x#0. Si 1<j<l<n Yy
bi(f) =bja(f)=---=b(f) =c, entonces ~(K(c))>1l—j+1>2 asi del
teorema 3.2 existen infinidad de soluciones de Vjf(z)=0 tales que
f(z) =c. Por el mismo resultado se sigue que Si
—00 < bi(f) <bo(f) <---<by(f) <O entonces el conjunto
{z1,29,..., %y, — X1, — T2,..., — 2, } €sta formado por 2n soluciones no cero
distintas de Vf(z) =

&



Dario Sanchez H Topologia para un problema del Minimax Aportes 8

BIBLIOGRAFIA

[1]Castro A.,Métodos Variacionales y Andlisis funcional no lineal,
X Coloquio Colombiano de Matematicas, Paipa, 1980.

[2]Castro A., Métodos de Reduccion via Minimax, I Seminario de Analisis,
Medellin 1981.
[3]Clark D., "On periodic solucions of autonomous Hamiltonian sistems of
ordinary differencial equation". Proc. An. Math. Soc. (1973) 579-584.
[4]Clarke F., A variant of the Lusternik-Schniere/man theory, Indiana Univ.
J (1972).

[5]Palais R., "Lusternik-Schnierelman theory on Banach manifords".
Topology, 5 (1966), 115-132.

[6]Palais R., "Critical point theory and minimax principles ", Proc. Sympos.
Pure Math. (1970).

IOAKA JIJIID IO

Espero que el lector haya obtenido algin provecho de este trabajo en el aprendizaje del andlisis no lineal.

Quiero agradecer a mi hijo Juan Armando quien ha sido un animador permanente de este proyecto de aprendizaje en
matematica avanzada y que sin él habria sido imposible realizarlo. También a mi esposa Nohora y a la Ingeniera
Esperanza Nieto quienes leyeron todos los originales y cuidaron del buen manejo del lenguaje espafiol.

Exitos y bienvenidos a la investigacién por internet. Cualquier comentario favor hacerlo llegar a:

danojuanos@hotmail.com,
danojuanos@tutopia.com
danojuanos@yahoo.com

Copyright®© Dario Sdnchez Herndndez



