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A continuación presento a los amables cibernautas una conferencia que dicté en el
primer encuentro de topología realizado en el departamento de matematicas de la
Universidad Nacional de Colombia, a principios de la decada de los noventa. En dicha
conferencia presentaba el desarrollo de un problema de una ecuación de segundo
orden del tipo Hamiltoniano, junto con el espacio, los operadores usados y el
convencimiento de llegar a una solución y así obtener un resultado favorable.

Me propongo en el presente aporte, plantear el método de hallar las
soluciones periódicas para el problema hamiltoniano de segundo orden
siguiente

a b a b"  fZ 0 œ !   . 0
.>

#

#

". PRELIMINARES.
Sea  y sea     una función de clase .\ œ B ß B ßá ß B − d Z À d d Ga b" # R

R R #⎯→
Se denotará con
    Z œ ß Z œ3 34

`Z ` Z
`B `B `B3 3 4

#

y  indicará el operador .H .
.>

El producto interno en  se indicará por  ó , .d \ ] ß Ø\ß ] ÙR †
El problema que se propone consiste en extender un teorema de
Lyapounov quien afirmó la existencia de soluciones periódicas de ,a b"
cuando las razones  son números enteros, siendo ,  valores- - - -3 4 3 4Î

propios de la matriz Hessiana
   Š ‹ a b` Z

`B `B 34
#

3 4
œ Z

DEFINICIÓN. Se dice que una función
    Z À d dR⎯→
de clase  es convexa en una vecindad de cero, si existe una vecindadG#

de ´ tal que para cualesquiera   Bß C − ´
   Z B  "  C Ÿ Z B  "  Z Ca b a b a b a ba b- - - -

se dirá estrictamente convexa en   si´
   .Z B  "  C  Z B  "  Z Ca b a b a b a ba b- - - -

AFIRMACIÓN.Si  y  es estrictamente convexa, entonces losfZ ! œ ! Za b
valores propios de a ba bZ B34  son todos positivos
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DEMOSTRACIÓN. Se sigue de la hipótesis que  es un punto crítico, más!

exactamente es un mínimo, por el criterio de la segunda derivada la
matriz Hessiana  es definida positiva, esto esa bZ34

    ØBß Z B BÙ  ! ß B −a ba b34 ´

así los menores diagonales de  son todos positivos y del análisisa bZ34

espectral se sigue que el espectro de  está contenido en el semi-ejea bZ34

positivo de las , de donde se sigue el resultado de la afirmación.B

Siguiendo una sugerencia de Philip Hartmann  y usando argumentos dec d(
perturbación se demostrará que
"Si  y  es convexa en una vecindad de cero, existe unafZ Ð!Ñ œ ! Z

solución periódica no trivial  para el problema0
   "H 0 fZ Ð0Ñ œ !#

#. DESCRIPCIÓN DEL MÉTODO DE DEMOSTRACIÓN.

#Þ".PRELIMINARES DEL CALCULO VARIACIONAL.
Diremos que una función es , si es una función de clase .admisible G#

Supongamos que existe una función admisible  que minimice laC Ba b
integral

a b a b" M œ 0 Bß Cß C .B   .   '
B

w

"

B#

Nos preguntamos:
¿Cómo se puede encontrar esa función?. Se puede obtener mediante una
ecuación diferencial para , comparando los valores de  queC B Ma b
corresponden a funciones admisibles muy cercanas. La idea primordial es
que,  como   da un valor mínimo de  entonces  aumentará si seC B M Ma b
"perturba" ligeramente . Esas funciones transformadas se desarrollanC Ba b
como sigue: Sea  cualquier función con la propiedad de que  es( (a b a bB Bww

continua ya b a b a b# B œ B œ !   .( (" #

Si  es un pequeño parámetro, entonces!a b a b a b a b$ C B œ C B  B   !(

representa una familia a un parámetro de funciones admisibles. La
desviación vertical de una curva de esa familia, a partir de la curva de
minimización  es , como se muestra en la figura.C B Ba b a b!(
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La importancia de  se basa en el hecho de que, paraC B œ C B  Ba b a b a b!(

cada familia de ese tipo, o sea, para cada elección de la función , la(a bB
función de minimización  pertenece a la familia y corresponde al valorC Ba b
del parámetro .! œ !

Ahora bien, con  fijo, se substituyen(a bB
    y    C B œ C B  B C B œ C B  Ba b a b a b a b a b a b!( !(w w w

y se obtiene una función de !
   M œ 0 Bß Cß C .Ba b a b'!

B

w

"

B#

a b c d' a b a b a b a b% œ 0 Bß C B  B ß C B  B .B   
B

w w

"

B#

!( !(

cuando , la fórmula  da  y puesto que  minimiza la! œ ! $ C B œ C B C Ba b a b a b a b
integral, se sabe que  debe tener un valor mínimo cuando . PorM œ !a b! !

el cálculo elemental, una de las condiciones necesarias para esto es que
anule la derivada  cuando  se denotaM œ ! À M ! œ !ßw wa b a b! !

   .M œ 0 Bß C B  ß C  B .BC
.
.

B

w w

œ!
!

!
” •' a ba b a b

"

B#

!( !(

y es llamada " " .primera variación de  en  M C
La derivada  puede calcularse derivada  bajo el signo integral, oM %wa b a b!

sea
a b a b a b'& M œ 0 Bß Cß C .B    .w

B

`
`

w!
"

B#

!

Por la regla de la cadena para derivar funciones de varias variables, se
tienea b a b a b a b' 0 Bß Cß C œ   œ B  B       .` `B

` `B ` `C ` `C ` `C `C
w w`0 `0 `C `0 `C `0 `0

! ! ! !w w

w

( (

 Ahora bien, , de modo que, al hacer en  se tieneM ! œ ! œ ! 'wa b a b!

a b a b a b' ’ “( B  B .B œ !   
B

`0 `0
`C `C

w

"

w

B#

( (

En esta ecuación, la función  y su derivada  aparecen( (a b a bB Bw

simultáneamente y se puede eliminar  integrando, el segundo(wa bB
término por partes obteniéndose
 ' ' 'a b a b a b a b’ “ Š ‹ Š ‹

B B B

# # #
`0 `0 `0 `0
`C `C .B `C .B `C

w
B

B

. .

" " "

w w w w

#

"

B B B
B .B œ B  B .B œ  B .B( ( ( (

en virtud de . Por ende, se puede escribir  en la formaa b a b# (
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a b a b' ’ “Š ‹) B  .B œ !
B

   
B

#
`0 `0
`C .B `C

.

"

w(

Hasta este punto, nuestro razonamiento se basa en la elección de la
función . No obstante, puesto que la integral en  debe anularse(a b a bB )
para  de esas funciones se llega inmediatamente a la conclusióncada una
de que la expresión entre paréntesis rectángular debe anularse. Esto daa b ’ “*  œ !   .

.B `C `C
`0 `0

w

que es conocida como ecuación de Euler-Lagrange.
Sea ahora  una variedad de dimensión y  su espacio tangente,Q Rà X Qa b
sea     dada por  una función de clase  en U À X Q d U œ U \ß\ G #Ra b ˆ ‰⎯→ † #

variables y para cada función suficientemente suave -períodica#1

0 œ 0 > À d da b ⎯→ , consideremos el funcionalR

   .I 0 œ U 0 > ß 0 > .>a b a b a b' Š ‹
!

#1 †

La "primera variación" del funcional  en  está dado entonces porI 0
            .I A œ I 0  A0

.
. œ!

a b a b¸
% %

%

donde  es una aplicación -períodica suficientemente suave y ademásA #1

tenemos los siguientes cálculos
           .I A œ U 0 >  A > ß 0 >  A > .>0 !

# .
. œ!

a b a b a b a b a b’ “' Š ‹1

% %
% %

† †

  .œ Ø ß ß A ßA Ù.> œ A  A .>' '! !Š ‹ Š ‹a b
! 3 3 3 3

# #

3œ" 3œ"

R R
`U `U `U `U
`B `B `B† 3 3 3! `B

†
1 1† †

Integrando el segundo término por partes obtenemos

  .I A œ A .>  A .>0 3 3! !
# #

3œ"

R R
`U `U
`B `B

3œl

†a b ' '! !1 1

3 3

†

  œ A .>  A .>  A œ !' '! ! !Š ‹ ” •¹! !
# #

3œ" 3œ" 3œ"

R R R
`U `U `U
`B .> `B `B3 3 3

.
† †

#

!

1 1 1

3 3 3

  .œ Ø ß ßá ß ß AÙ   A .>’ “ ’ “Š ‹ Š ‹' !`U `U `U `U `U
`B `B `B `B .> `B† † † †

#

! !
#

3œ"

R
.

3
" # R 3 3

1
1

Entonces

   ,.I A œ Øf I 0 ßAÙ.>
#

0
!

!a b a b'1
donde se ha denotado
  .a ba b š ›Š ‹f I 0 œ  !

3
.
.> `B3 `B

`U `U
†

3

La ecuación de Euler-Lagrange para el funcional  es por lo tanto dadaI
por ,  y  tenemos así la siguiente afirmación:f I 0 œ !! a b
"Si cualquier función continua  satisface la ecuación ,U Bß B U  U œ !a b† B

.
.> B†

entonces se dice que cumple la Ecuación de Euler-Lagrange".

# #. . .PROCEDIMIENTO SEGUIDO EN LA DEMOSTRACIÓN

Se consideran los siguientes funcionales
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   y  .I 0 œ Z 0 > .> N 0 œ H0 .>a b a b a b k k' 'a b! !
# #"

#
#1 1

Sea  un número fijo y sea  la variedad imagen recíproca-  ! Q œ N --
"a b

de un valor regular. Supongamos que existe una aplicación  que es un0
valor crítico de  por el método de los multiplicadores de Lagrange seI¸

Q-

debe tener

a b a b" f I œ f N fZ 0 œ  H 0  ,    0,  .! ! #. .

Es conveniente recordar aquí el siguiente resultado del análisis
variacional:
"Si es un punto crítico (máximo o mínimo) del funcional  sobre la0 I
variedad  donde    entonces existe un funcionalQ œ N - N À L d-

"a b ⎯→
. .À d d 0 I  ‰ N⎯→  tal que  es un punto crítico del funcional  , es decir
   . I  ‰ N œ !a b. 0

lo cual implica que   "..I œ .N0 .

Introduciendo el cambio de parámetro  en la ecuación > Ä > "È a b.

obtenemos la ecuación
    H 0 fZ 0 œ !# a b
teniendo el cuidado de que ..  !

Seguimos así el siguiente procedimiento:
".Definimos un cierto espacio de Hilbert (más exactamente un  espacio de
Sobolev)
   es -periódica y de clase L œ 0 À d d Î0 # G"

R "˜ ™⎯→ 1

de manera que . El gradiente de  en  estará dado porN − L I L" "

    f I œ Kf I" !

donde es un cierto operador de Green.K
# fI I Q § L.Sea  el gradiente de donde    y  es dado porµ ¸

Q - "
-

   .Q œ 0 − L ÎN 0 œ -- "e fa b
Ahora sea , entonces si  es un punto crítico de J 0 œ Z 0 > .> 0 I3 3!

#

Q
a b a b' a b ¸1

-

se debe tener que .J 0 œ !3a b
$ 0.Se mostrará que si  es una trayectoria de la ecuación7

    .0
.
7

7 7œ f I 0
µ a b

con una cierta condición inicial, entonces  contiene un punto crítico 0 07

de . Por lo tanto obtenemos que la ecuación de Euler-Lagrange tomaráI
la forma
 .f I 0 œ f N 0  f J 0 â f J 0" " " "

! " " R Ra b a b a b a b. . .

se demostrará que  como una consecuencia de la. . ." # Rœ œ â œ œ !

convexidad de . Por lo tantoZ
 K f I 0 œ f I 0 œ f N 0 œ K f N 0a b a b a b a ba b a b! " " !

! !. .

de donde se sigue
   f I 0 œ f N 0! !

!a b a b.

o equivalentemente



Darío Sánchez H          EXISTENCIA DE SOLUCIONES PERIÓDICAS PARA UN P.H.             Aportes   6 

   .fZ 0 œ  H 0a b .!
#

$ÞDEFINICIÓN DEL ESPACIO Y LOS OPERADORES USADOS.

Las funciones usadas a valor vectorial -periódicas    pueden# 0 À d d1 ⎯→ R

identificarse con aplicaciones del círculo unitario  en . ConsideramosW d" R

el espacio funcional , tenemos los siguientes productosG W ßd_ " Rˆ ‰
internos en  dados porG W ßd_ " Rˆ ‰
  a b a b a b'0ß 1 œ Ø0 > ß 1 > Ù.>! !

#1

  a b a b a b a ba b0ß 1 œ H0ßH1  0ß 1 œ " H 0ß 1" ! ! !
#

y las normas dadas por
 , , l l a b l l a b l l e fa b l l0 œ 0ß 0 0 œ 0ß 0 0 œ 0ß 1 à 1 œ "# #

! ! " " " ! "sup
se construyen así los siguientes espacios de Sobolev.

  
teniéndose que
    .L § L § L" ! "

Además las aplicaciones canónicas
   3 À L L ß • ß 3 À L L" " ! ! ! "→ →
son completamente contínuas. ver .a bc d)
+.Por el teorema de Lax Milgram, como el producto interno  es unaa bß !

forma bilineal en  entonces existe un operador absolutamenteL"

continuo   tal que  pues basta recordar elK À L L 0ß 1 œ K0ß 1 ß" " ! "⎯→ a b a b
teorema de representación de Riez: sea , (  podría ser ), unaJ À L d J ß→ a b!
aplicación lineal continua, entonces existe un único punto  tal que1 − L!

J 0 œ Ø0ß 1 Ù 0 − L 2 − La b ! "para todo ; aquí sería si existe  tal quea b a b a b0ß 1 œ 2ß 1 K À L L 2 œ K 0! " " " entonces existe    dada por .⎯→

,ÞL" resulta ser un espacio de Hilbert con producto interno dado por
    .a b a b0ß 1 œ K0ß 1" !

También es el dual de  según el producto interno , esto es siL L ß" " !a b
6 À L d 2 − L" " "⎯→   existe  tal que
   .6 0 œ 2 ß 0 œ K2 ß 0a b a b a b" "! "

-.  es un isomorfismo de  sobre  y  se extiende a un"  H L L K#
" "

isomorfismo inverso de  a L L" "
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Nótese que esta afirmación es debida a que
   a b a b a ba b a b0ß 1 œ " H 0ß 1 œ K " H 0ß 1" ! "

# #

de donde se concluye que
    K " H 0 œ 0a b#
para todo . Por otra parte se tiene0 − L"

  a b a b a ba b c d c da b a ba b"  H K0ß 1 œ K " H K0 ß 1 œ K K " H K0 ß 1# # #
" ! "

   .œ K K0 ß 1 œ K0ß 1 œ 0ß 1a b a b a ba b " ! "

.. Sea  una función de clase  en . El gradiente de  en ,  esI G L I 0 f I" "
" 0

un vector en  definido porL"

    .a b a bf I ß 1 œ .I 1"
0 0"

Para fijo, la aplicación0
       .I À L d 1 .I 10 " 0⎯→ a ba bÈ
es una función lineal continua en , por ser  el dual de  se sigueL L L" " "

de  que existe  tal que,Þ 2 − f IÐ0Ñ"
!

  .I 1 œ 2 ß 1 œ f IÐ0Ñß 1 œ Kf IÐ0Ñß 10 " ! ! "
! !a b a b a b a b

entonces tenemos
    .f IÐ0Ñ œ Kf IÐ0Ñ" !

/ L. En la demostración se usarán las siguientes funciones en "

      I À L d
0 I 0 œ Z 0 > .>

"

!
#

⎯→
È a b a b' a b1

      N À L d
0 N 0 œ 0 > 0 > .>

"
"
# !

# w w
⎯→

È a b a b' a b a b1 †
      J À L d

0 J 0 œ Z 0 > .>
3 "

3 3!
#

⎯→
È a b a b' a b1

Ahora veamosa b a ba b a bŠ ‹ Š ‹' 'a b a b3 .I 0 1 œ Z 0 >  1 > .> œ .> œ.
. .! !

# #

! œ!

. Z 0 >  1 >
% %

1 1 %

%
% a ba ba b a b

  œ f Z 0 >  1 > † 1 0 .> œ f Z 0 > † 1 > .> œ' 'e f a b a ba b a b a ba b a b! !
# #! !

œ!
1 1

%%

  .œ f Z 0 > ß 1 >a ba b a ba b!
!

Luego
 para todo a b a b a ba b a b a b a bKf I 0 ß 1 œ f I 0 ß 1 œ f Z 0 ß 1 > 1 − L! " !

! " ! "

entonces  y esto implica que .Kf I 0 œ f Z 0 f I 0 œ f Z 0! ! " !a b a b a b a ba b a b a b a bŠ ‹' a b a b a b a b33 .N 1 œ 0 >  1 > † 0 >  1 > .>0
. "
. # !

# w w w w

œ!%

1

%
% %

  œ 0 > † 0 Ð>  # 0 > † 1 >  1 > † 1 > Ñ.>" .
# .!

# w w w w # w w

œ!
Š ‹' a b a b a b a b a ba b1

% %
% %

  .œ #0 > † 1 >  # 1 > † 1 > .> œ 0 > † 1 > .>"
# ! !

# #w w w w w w
œ!

' 'e f a b a ba b a b a b a b1 1
%%

Integrando por partes se tiene:
  .N 1 œ 0 > 1 >  0 > 1 > .> œ  H 0ß 10

w ww #
!

#

!
#

!a b a b a b a b a b a b¸ '1 1

entonces
   .f N 0 œ H 0! #a b
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Ahora , además se debe tener por  quef N 0 œ Kf N 0 -Þ" !a b a b
   ,K " H 0 œ 0a b#
o sea  lo cual es equivalente a ,K0 K H 0 œ 0 K0  Kf N 0 œ 0a b a b# !

entonces
   .f N 0 œ Kf N 0 œ 0  K0" !a b a ba b333 Igualmente se tiene
 , entonces .a b a b a b a ba b a bf J 0 ß\ œ Z ß\ f J 0 œ Z 0! !

3 4 34 4 3 34! ! 4

En efecto
 a b a ba b a ba b a bŠ ‹'f J 0 ß\ œ .J 0 \ œ Z 0 0  \ .> œ!

3 4 3 4 3 4!
.
. !

#

œ!%

1

%
%

  .œ Z 0 >  \ \ .> œ Z 0 > \ > .> œ Z ß\' 'a b a b a b a ba b a ba b! !
# #

34 4 4 34 4 34 4œ! !
1 1

%%

RESULTADO. Si y   es estrictamente convexa en una vecindad defZ ! œ ! Za b
cero, entonces existe una solución no trivial,   periódica  para el0
problema
    H 0 fZ 0 œ !# a b
que está contenida en una vecindad de cero.

La demostración de este gran resultado será el objetivo de nuestro
próximo aporte titulado "UN PROBLEMA DE SOLUCIONES PERIÓDICAS",
que saldrá en ciberespacio.
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