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A continuacién presento a los amables cibernautas una conferencia que dicté en el
primer encuentro de topologia realizado en el departamento de matematicas de la
Universidad Nacional de Colombia, a principios de la decada de los noventa. En dicha
conferencia presentaba el desarrollo de un problema de una ecuacion de segundo
orden del tipo Hamiltoniano, junto con el espacio, los operadores usados y el
convencimiento de llegar a una solucién y asi obtener un resultado favorable.

Me propongo en el presente aporte, plantear el método de hallar las
soluciones periddicas para el problema hamiltoniano de segundo orden
siguiente

(1) L VV(f)=0

1. PRELIMINARES.
Sea X = (z1,2,...,zy) € RY y sea V: RY—— R una funcidn de clase C2.
Se denotara con

Vi=& Vi=d%
y D indicara el operador £.
El producto interno en R se indicara por X -Y, 6, (X,Y).
El problema que se propone consiste en extender un teorema de
Lyapounov quien afirmé la existencia de soluciones periddicas de (1),
cuando las razones \;/\; son numeros enteros, siendo \;, \; valores
propios de la matriz Hessiana

(525 = (V)
DEFINICION. Se dice que una funcion
V:RN—SR
de clase C? es convexa en una vecindad de cero, si existe una vecindad
ded tal que para cualesquiera z,y e
Vdz+ (1= Ny) <AV(z) + (1 - )V (y)
se dird estrictamente convexa en A si
VAzx+ (1 =Ny) <AV (z)+ (1 =NV (y).

AFIRMACION.S/ VV(0)=0 y V es estrictamente convexa, entonces /los
valores propios de (V;j(x)) son todos positivos
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DEMOSTRACION. Se sigue de la hipodtesis que 0 es un punto critico, mas
exactamente es un minimo, por el criterio de la segunda derivada la
matriz Hessiana (V;;) es definida positiva, esto es

(x, (Vij(x)z) >0, ze
asi los menores diagonales de (V;;) son todos positivos y del analisis
espectral se sigue que el espectro de (V;;) esta contenido en el semi-eje
positivo de las z, de donde se sigue el resultado de la afirmacion.
O
Siguiendo una sugerencia de Philip Hartmann [7] y usando argumentos de
perturbacion se demostrara que
"Si VV(0)=0 y V es convexa en una vecindad de cero, existe una
solucion periodica no trivial f para el problema

D*f+VV(f)=0 "

2. DESCRIPCION DEL METODO DE DEMOSTRACION.

2.1.PRELIMINARES DEL CALCULO VARIACIONAL.
Diremos que una funcion es admisible, si es una funcidon de clase C2.
Supongamos que existe una funcion admisible y(z) que minimice la

integral
Ty

(1) 1= [ f(a,y,y)de.

X1

Nos preguntamos:

;Como se puede encontrar esa funcion?. Se puede obtener mediante una
ecuacion diferencial para y(z), comparando los valores de I que
corresponden a funciones admisibles muy cercanas. La idea primordial es
que, como y(x) da un valor minimo de I entonces I aumentara si se
"perturba” ligeramente y(z). Esas funciones transformadas se desarrollan
como sigue: Sea n(z) cualquier funcion con la propiedad de que 7"(z) es
continua y

(2) n(x1) = n(zs) = 0.
Si o es un pequeio parametro, entonces
(3) Y(z) = y(z) + an(z)

representa una familia a un parametro de funciones admisibles. La
desviacién vertical de una curva de esa familia, a partir de la curva de
minimizacion y(z) es an(z), como se muestra en la figura.
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La importancia de y(z) = y(z) + an(x) se basa en el hecho de que, para
cada familia de ese tipo, 0 sea, para cada eleccidén de la funcion n(z), la
funcion de minimizacién y(z) pertenece a la familia y corresponde al valor
del parametro a = 0.
Ahora bien, con n(z) fijo, se substituyen
y() =y@) +an(@) y 7y'(z)=y (@) +an(z)

y se obtiene una funcion de a

f f(,5,9")d

1‘
(4) fl ) +an(z),y () + an/ (z)]dz
cuando a =0, la formula (3 ) da y(:z:) = y(z) y puesto que y(z) minimiza la
integral, se sabe que I(a) debe tener un valor minimo cuando a = 0. Por
el calculo elemental, una de las condiciones necesarias para esto es que
anule la derivada I'(a)) cuando aa =0: I'(0) = 0, se denota

Z2
= i {f(x,y(:c) +an,y + an'(z))dx

y es llamada "primera variacion de I eny"
La derivada I'(a) puede calcularse derivada (4) bajo el signo integral, o
sea

T2

(5) ') = [ 5:/(@.5.9")da.

Por la regla de la cadena para derivar funciones de varias variables, se
tiene

a=0

— of du oy |, of 9yl _ 0 )
(6) a (z,9,9') = ai ga + 55 ag + afla% = 3_577(*@) + a;/n/( )-
Ahora bien, I’(O) =0, de modo que, al hacer a« = 0en (6) se tiene
€2
i i
(7) [ [Fonte) + ol (@) dz = 0

En esta ecuacion, la funcion n(z) y su derivada »'(x) aparecen
simultaneamente y se puede eliminar 7/(z) integrando, el segundo
término por partes obteniéndose

,)d:c

9 1/(w)d ar 1 T2 4 (of
f T = By’ xl_iln(x)ﬂ dy

X2
i
X Jdr= = [ n) (3
en V|rtud de (2). Por ende, se puede escribir (7) en la forma
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(8) fn )5 = (35)]az =0

Hasta este punto, nuestro razonamiento se basa en la eleccion de la
funcion n(z). No obstante, puesto que la integral en (8)debe anularse
para cada una de esas funciones se llega inmediatamente a la conclusién
de que la expresidn entre paréntesis rectangular debe anularse. Esto da
(9) L) -% =0

gue es conocida como ecuacion de Euler-Lagrange.

Sea ahora M una variedad de dimension N;y T(M) su espacio tangente,
sea ) : T(M) — R dada por @ = Q(X, X) una funcién de clase C? en 2N
variables y para cada funcion suficientemente suave 2w-periodica
f=ft): R—> RN, consideremos el funcional

= J7Q(f(), } ())dt.
La "primera variacion" del funcional E en f esta dado entonces por

dEs(w) = ds E(f+ Gw)‘e 0
donde w es una aplicacién 2r-periodica suficientemente suave y ademas

tenemos los siguientes calculos

dEAuQ::[52%@(f@)+ew@%f(ﬂ—%mb@»ddeﬂ

— [ (32.52) i e = 75 (3w + 320 Y.

=

Integrando el segundo termino por partes obtenemos

d@@gzoé a+f‘ g dt

1= 1_|

N
- S R z;—t(z?)wzdw{
1

2 N
_ 0Q 0Q 0Q 27 0Q d [ 0Q
= [<<a—a’a—m7---’m)’w>h + 1|82 - (82 Jusar

Entonces
4B () = | (VOB(), wh,
donde se ha denotado ’
(VE(), = - {4(52) - 2},

La ecuacion de Euler-Lagrange para el funcional E es por lo tanto dada
por V'E(f) =0, y tenemos asi la siguiente afirmacion:

"Si cualquier funcion continua Q(x,% ) satisface la ecuacion Q, — % ., =0,
entonces se dice que cumple la Ecuacion de Euler-Lagrange”.

2.2.PROCEDIMIENTO SEGUIDO EN LA DEMOSTRACION.

Se consideran los siguientes funcionales
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E(f) = JyV(f®)dt y J(f) =3 [T IDfPdt.
Sea ¢ > 0 un numero fijo y sea M. = J !(c) la variedad imagen reciproca
de un valor regular. Supongamos que existe una aplicacién f que es un
valor critico de E|MC por el método de los multiplicadores de Lagrange se

debe tener
(1) VE = uVoJ, 0, VV(f) = — uD*f.

Es conveniente recordar aqui el siguiente resultado del analisis
variacional:
"Si fes un punto critico (mdximo o minimo) del funcional E sobre la
variedad M. = J '(c) donde J:H—>R entonces existe un funcional
w: R——> R tal que f es un punto critico del funcional E — 0 J, es decir
d(E — po J)f =0
lo cual implica que dE; = pdJ "
Introduciendo el cambio de parametro t— ,/ut en la ecuacion (1)
obtenemos la ecuacién
D*f+VV(f)=0
teniendo el cuidado de que p > 0.
Seguimos asi el siguiente procedimiento:
1.Definimos un cierto espacio de Hilbert (mas exactamente un espacio de
Sobolev)
Hy ={f:R—R"/f es 2r-periddica y de clase C'}
de manera que J € H;. El gradiente de F en H, estara dado por
VE =GV'E
donde G es un cierto operador de Green.
2.Sea V E el gradiente de E|Mpdonde M. C H, y es dado por

M.={f € Hi/J(f) = c}.
Ahora sea F;(f) = 02”1/;(f(t))dt, entonces si f es un punto critico de F
se debe tener que F;(f) = 0.
3.Se mostrara que si f, es una trayectoria de la ecuacion
L=V E()
con una cierta condicién inicial, entonces f, contiene un punto critico f
de E. Por lo tanto obtenemos que la ecuacion de Euler-Lagrange tomara
la forma
VIE(f) = wo VI (f) + mV R (f) + -+ un VEEN(f).
se demostrara que p; =y =---=puy =0 como una consecuencia de la
convexidad de V. Por lo tanto
G(VYE(f)) = V'E(f) = V' I (f) = GV I (f))
de donde se sigue
VUE(f) = moV°JI(f)
o equivalentemente

M,
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VV(f) = - mD*f.
3.DEFINICION DEL ESPACIO Y LOS OPERADORES USADOS.

Las funciones usadas a valor vectorial 2r-periddicas f: R——>R" pueden
identificarse con aplicaciones del circulo unitario S!' en ®". Consideramos
el espacio funcional C>(S',®Y), tenemos los siguientes productos

internos en C>~(S*,R") dados por

(F:9)0 = Jy " (1), ()t
(f,9), = (Df,Dg)y+ (f,9)y = (1L = D*)f,9),
y las normas dadas por

IF1IG = (. fos A1 = (F )iy 111y = sup{(f; 9)o; llgll, = 1}

se construyen asi los siguientes espacios de Sobolev.
HFMIHHI Hu=muunl H_fm" -1

teniéndose que
H, C HycC H_;.
Ademas las aplicaciones candnicas
1 : Hl_)HO; AR io : H()—)H_l
son completamente continuas. (ver [8]).

a.Por el teorema de Lax Milgram, como el producto interno (,), es una
forma bilineal en H; entonces existe un operador absolutamente
continuo G: H——H; tal que (f,9),=(Gf,9),;, pues basta recordar el
teorema de representacion de Riez: sea F : H— R, (F podria ser (,),), una
aplicacién lineal continua, entonces existe un Unico punto gy € H tal que
F(f)={(f,g0)para todo fe€ H; aqui seria si existe he H; tal que
(f,9), = (h,g), entonces existe G : H——> H; dada por h = G(f).

b. H_; resulta ser un espacio de Hilbert con producto interno dado por
(f,g)—l = (Gfag)()

También H_,es el dual de H; segun el producto interno (,),, esto es si

l: H——> N existe h_; € H_; tal que

I(f)=(h-1,f)o = (Gh-1, f);

c. 1—D? es un isomorfismo de H, sobre H_; y G se extiende a un
isomorfismo inverso de H_; a H;
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Noétese que esta afirmacion es debida a que
(f?g)l = ((1 - DQ)fag)O = (G(]' - DQ)fag)l
de donde se concluye que
GA-D))f=f
para todo f € H;. Por otra parte se tiene
(1=D*Gf,9), = (G[(1 = D*)Gf],9), = (GIG(1 — D*)(G)],9),
= (G(Gf)vg)l = (Gf7g)0 = (fv.g)—l'

d. Sea F una funcién de clase C' en H;. El gradiente de E en f, V'E; es
un vector en H; definido por
(V'Ef,g), = dEs(9).
Para ffijo, la aplicacion
dEy: H—— 3 (g /¥ dE¢(9))
es una funcion lineal continua en H,, por ser H_; el dual de H; se sigue
de b. que existe h_; € V'E(f) tal que
dEf(g) = (h—179)0 = (VOE(f)79)0 = (GVOE(f),g)l
entonces tenemos
VIE(f) = GVUE(f).

e. En la demostracién se usaran las siguientes funciones en H;

E:Hl—)%

f = B(f) = [TV(f(t))dt
J:Hl—)%

= J() =L@ - f()dt
F%ZHl—)éR

f = E(f) = [7Vi(f(t)dt

Ahora veamos
DB = (#1577 0 +eatinae) = (210522 0r) =

= [y AVOV () + eg(t) - 9(f)}ocodt = [TV (£ (1)) - g(t)dt
= (VOV(f()), 9(t))o-
Luego

(GVPE(f),9)y = (V'E(f), 9), = (V'V(f), g(t)), para todo g € H,
entonces GVE(f) = V'V (f) y esto implica que VIE(f) = V'V (f).

(i0)dJ5(9) = (#3137 (O + g (1)) - (f'(1) +eg/ (O)t)
=%?$ﬂ><www4wﬂmwwwio
= 372/ (1) - g (8) + 2e () - g ()} _odt = [TF'(2) - ¢/ (t)dL.

Integrando por partes se tiene:
dJr(g) = F' (D) — [T " (t)gt)dt = — (D2f, g),
entonces
VJ(f) = — D*f.
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Ahora V1J(f) = GV J(f), ademas se debe tener por c. que
G(1-D*f =/,
o sea Gf—G(D?’f)=f lo cual es equivalente a Gf+GV'J(f)=f,
entonces
VII(f) =GV I(f)=f—-Gf.
(zi1)lgualmente se tiene
(VUE(f), X)), = (Vij, X;),, entonces (VOEi(f)); = Vi(f)-
En efecto
(VOR(f), X,)y = AF()(X,) = (4 J5ViF(F) + X))

€=
2w

= [, (Vii(f() + €X)) X)) _odt = [ Vi(F(£)X;(t)dt = (Vij, X;),-

RESULTADO. S/ VV(0) =0y V es estrictamente convexa en una vecindad de
cero, entonces existe una solucion no trivial, periodica f para el
problema

DXf+VV(f)=0
que estd contenida en una vecindad de cero.

La demostracion de este gran resultado sera el objetivo de nuestro
préximo aporte titulado "UN PROBLEMA DE SOLUCIONES PERIODICAS",
gue saldra en ciberespacio.
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