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El objeto de estas notas es brindar al lector un modelo de aprendizaje. A continuacién
encontrara mas de cincuenta resultados basicos, entre los cuales se hallan definiciones,
teoremas, corolarios y algunos ejemplos, es posible que encuentre la manera de volver a
redactar algunos, por favor hagalo, de forma que los pueda recordar después. Para las
demostraciones es indispensable el uso de una biblioteca con un buen numero de textos de
ecuaciones diferenciales parciales y analisis funcional, en esta forma el estudiante utiliza
tacticas de investigacion y empleara la biblioteca. Luego encontrara un resultado en donde se
ha dado una posible demostracién, la cual se supone es correcta, sin descartar la posibilidad de
que haya algunos errores; el lector debera revisarlas analizando cual de los resultados basicos
se ha utilizado en la prueba.
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§0. RESULTADOS BASICOS

1. Sea © ¢ #Y un dominio acotado. Sea H el espacio de Hilbert real de las
funciones con cuadrado real integrable, definido en Q con el producto
interno
(u,v)g = [uvdz para wu,v € H
Q

Sea (! el espacio con producto interno de funciones reales
continuamente diferenciables en , donde el producto interno esta dado
por
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(u,v); = [ %(Dku)(Dkv)—kuv dx
Q Lk=1

Sea H, el completado de C'!.

2. £l espacio funcional de H;, puede ser tomado como un subespacio de
H,, es decir existe un subespacio vectorial H, de H, tal que C' Cc H; y (- );
puede ser extendido de C!' x C' a H; x H; tal que (Hy,(-);) es un espacio
de Hilbert con C' denso en H;.

3.si {w,} es una sucesién en C' tal que |w,|, — 0 cuando n — oo y {w;} es
una sucesion de Cauchy en C!' entonces |w,|, — 0 cuando n — oc.
Puesto que

N 2
Owy, dwy 12 Jwy owy, 2 — 2
f[a—”—a—m] dwﬁf(Z {m—o—”] +[wn—wm] >dm—|wn_wm‘1
Q Q\ k=1
Cada una de las sucesiones a“’"} k=1,2,...,N es una sucesion de
Cauchy en L?(Q)
o - - - - -
. sca ' el conjunto de funciones continuamente diferenciables con
o
soporte compacto contenido en Q. C' es un subespacio de C!, ademas

o]
}?1 es la adherencia de C! en H;.
9. (Desigualdad de Poincare). Sea Qlu] =f(ﬂ)2dx para veC! y se
Q

oz
extiende Q[u] a H; por continuidad. Existe una constante r, > 0 tal que
[@)
roluly < Qlu] para todo u € H,
o 7
6. sea {¢r} C H; una sucesion acotada con respecto a la norma |- |,.

Existe una subsucesion {¢;,} de {¢;}, que converge en H, con respecto
alanorma|-|,

1 (Desigualdad de Friederich). Sea ©Q un dominio acotado
(abierto y conexo). Dado cualquier e >0 existen wy,ws,...,w, € Hy(2)

tales que
(i) (:) < 32 (p,w1)" +€Qli] para todo o € Hy(Q),
donde

(p,0) = fwdl‘ @, ¥ € Hy()

N

Q=) > (2)ar siped

Q k=1
Q[ -]es definido por continuidad en ﬁl

2
(i) [ {g p?dzdy < | [ jL; Ldzdy| + s*°Qg [¢]
donde

S={(r,y);0<2<s0<y<s}
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(iii) Sea {y;}7” una sucesion en ﬁl que es acotada con respecto a la
norma || - |,. Entonces se tiene
(er, o) < 4, Qler] <A

para alguna constante A.
8. (Alterativa de Fredholm). Sea Eun espacio de Hilbert y T: E—FE un
operador completamente continuo. 7* es completamente continuo,
n(I —T) es de dimension finita 'y
(i) dimn(I —T) = dimn(I — T*)

R(I—T) escerrado y
(it) R(I - T) = (I - T*)*
(iii) R(I —T*)=n(I—T)*
Si dimn(I —T) =dim(I —T*) =0, I —T es biyectivo, entonces (I —T) 'es
acotado. Donde n(I —T) es el nucleode I — T, R(I —T) el rango de I — T..
® Sea T: H—H un operador lineal y completamente continuo. Entonces
T* es completamente continuo.

® Sea T: H—H un operador lineal y completamente continuo, entonces
n(I —T) es de dimension finita 'y
dimn(I — T) = dimn(I — T*)
® Sea T : H—H un operador lineal y completamente continua, entonces
R(I—T)=n(I—-T*".
9. sea B(z,y)una forma bilineal definida en un espacio de Hilbert real H.
Supdngase
(1) B(z,y) < Csyllz||||ly]| para todo z,y € H.
(ii) B(z,z)  Cy||z|?, C; >0, paratodo z,y € H
Sea Luna funcién lineal continua en H. Existen aplicaciones lineales
T: H—H, S:H—H
tales que
B(Tx,y) = (z,y) para todo z,y € H
B(y,Sz) = (x,y) = (y,z) paratodo z,y € H.
Ademas, T'y S son biyeccionesy T* =S (T* = adjuntodeT)

®. (Lax Milgram). Sea B una forma bilineal definida en un espacio de
Hilbert real H. Sea L una funcién lineal continua en H.Existen Unicos
elementos v y w en H tal que
B(v,¢) = L(¢) = B(p,w) paratodo ¢ € H.

10. ccuaciones diferenciales parciales de segundo orden de la forma

Liul= — D;a”Dju+b'Dju+ cu = f
donde

D, = 8%, a,b’, ¢ son funciones acotadas y medibles en Q,
siendo Q un dominio de RV,

® Les eliptico si
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(I) a"(z)ee; >0 salvo para ¢;,=0, j=1,2,...,N
® Les un operador fuertemente eliptico si

1) @wee w(xe)

® Se considera la ecuaciéon Lu = F y supdngase que a”,b’ son reales,
continuas y de clase C' en Q, ¢ medible y acotada, F € L?(Q), ¢, F reales.
*. ¢ es una solucién de prueba si p € C2(RY)y ¢ tiene soporte compacto
contenido en Q.

® Integrando por partes a Lu = F se produce
[ oLudz = [[a”(Dju)(D;ip) + @b’ Diu+ pculdx = [uL*pdx
0 0

donde
L*o = — D;a"D;p — D;(b'p) + cyp

L* es llamado el "adjunto formal " de L.

® La anterior ecuacion puede ser escrita en la forma
(III) (Lu,¢) = B(u,¢) = (u, L*p)
donde
B(u,¢) = [[aY(Dip)(Dju) + b'oDyu + could
Q

(u,w)) = [uwdz para u,w € L*(Q) (reales)
Q

®Siv=0,i=12,....,N y a7 =da, i,j5=1,2,...,n entonces Lo = L*¢p y
L se dice ser formalmente auto-adjunto.
®. Bes un funcional bilineal entre vy vy B(u,p) = B(p,u) si Les auto-

adjunto.
1. supéngase i, b7 € O (Q) Y ¢, f e L2(Q). Siue L), u es una solucién
débil de

(1) Lu=f

si para toda funcién de prueba ¢
(V) (u, L*p) = (f, ¢)
u eSs una solucion débil de
(1) L'u=f
si para toda funcién de prueba ¢
(V™) (Lg,u) = (o, f)
® Suponiendo que a”,b' y ¢ son puramente medibles y acotados en (),
puesto que la forma bilineal B es acotada en C! x C' entonces puede
extenderse por continuidad a H; x H;.
12.. c H, es una solucion débil de (1) si para todo ¢ € ﬁ[l

(IV") B(u, ) = (f, %)
u es solucion débil de (1*) si
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(IV')" B(g,u) = (¢, f) paratodo ¢ € i,
®.Sia, b/ € C1(N2) entonces las definiciones 11y 12 son equivalentes

13. sea Qc®Y, un dominio acotado, 0<a < 1. C*(©) denotara al

conjunto de todas las funciones u definidas en  tales que
u(z)—u(y)]

00
lz—yl <

Ho(u) = sup_
x,y 6

T Fy
Tomando |ul|, = sup |u(z)| + Ha(u), C*(©2) es un espacio de Banach con la

Q
norma || - ||,
14. sea Eun espacio vectorial sobre C y existe una funcién de E x E en C
denotada por (-, ) ((-,): ExE—=C ) tal que
(f,9) = (f.9)

(a){f.f) Oparatodo feEY(f,f)=0& f=0
(b)(f,9) = (g, f) para todo f,g € E

(c)Si f,g,h € E entonces (f,g+h) = (f,g9) +(f, )
(d)SiaeC, f,gek, (af,9)=al(f,9)N(f,ag) =a(f,g)

® A:(-, ):ExE—Cse le denomina producto interno positivamente
definido. Se define ((f, £))* = ||f|

®.Sif,g€E, £+ gl” + 11 = al* =201 £17 + llglI*)

*.Sif,g€E, [{f,9)] < IfIllgl

*Si f,9 € E entonces ||/ + gl| < [IfI| + [lg]

*-1=(«-, ->)é es una norma sobre E

19.si (E.|| =, -))%> es un espacio de Banach, en este caso a E se le
denomina espacio de Hilbert y se le denota con H.

Se dice que E es un espacio de Banach, si E es un espacio vectorial normado y completo
como espacio métrico.

®. Supongamos que H es un espacio de Hilbert y f,ge Hsi (f,g) =0,
entonces se dice que f y g son ortogonales (o perpendiculares).

®. Si SCH se denota por S+ ={feH/(f,gg=0paratodoge S} y es
[lamado el complemento ortogonal de S.

® Sb es un subespacio lineal de H. (Esto es claro ya que
(f+g,h) = (f,h)+alg,h) =0,Vhe S & f,ge S).
® Si M es un subespacio lineal cerrado de H y f € H entonces existe un
unico elemento g € M, tal que

1f =gl <Ilf =4l para todo g € M, g # g.
® Sea H un espacio de Hilbert. Si M es un subespacio cerrado en H vy

f € 'H entonces existe un unico elemento g € H tal que
distM, f) =[|f =gl <Ilf — ¢l paratodog e M, g #g
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16. si M es un subespacio cerrado entonces M* es un subespacio
cerrado de H.

* H=MPM+
®. Si K ={¢,},-, es una sucesion en H Yy (¢, p,) = 6,,,» €n este caso se

dice que K es un conjunto ortonormal
10.sik = {¢n},—, es un conjunto ortonormal de H entonces

m

(1) Z|(f,g0>| <11 (desigualdad de Bessel)
n=1
(ii) Si{ay,},2, es una sucesion de C entonces
m
S o pn — ‘ f ©n)pn — f|| para todo entero positivo m
n=1 n=1
18.six = {#u},21 €s un conjunto ortonormal en # y ademds {a;};, e

una sucesion de numeros compIeJos entonces se tiene que la serie
Zangan converge siy solo si zyany converge.

n=1 n=1
En el caso de tener la convergencia se tiene
> Qnpn > an
n=1 n=1
®.Si K ={p,},~, esun conjunto ortonormal en H

(i) f € [K]* = {combinaciones lineales de K} entonces §<f,g0n>g0n =0

n=1

(1) f € K] entonces f =3 (f,¢.)¢n
n=1

19 si x - {en},2, es un conjunto ortonormal; a K se le denomina base
ortogonal de H

* K = {p,}>2, es un conjunto ortonormal siy sélo si || f|* = Z:|(f, on)|?

20 Supongamos que E y F son espacios vectoriales. Si Q es un
subespacio de Ey T : O-—F es una funcion tal que

T(af + Bg) = oT(f) + BT (g)
para todo o, € R(0 o, € C), y para todo f,g €, en este caso a T se le
denomina un operador lineal de E a F.

® Se denota por Q(T)=Q = "al dominio de T"
C RT)=TQ)={T(f)/f € 2} = "recorrido de T"
* N(T)={feQ/T(f) =0} = "subespacio nulo de T'o nucleo"

21. Supdngase que k : [a,b] x [a,b]—R es un operador lineal. Se define
K : C([a,b))—C([a, b))
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como K[f](x f k(z,y)f(y)dy. La norma de C([a,b])se le denota || VY
con esta norma K es un operador tal que para g € C([a,b]) es posible
hallar f € C([a,b]) tal que K[f](x) = g.
A este operador se le llama operador de Fredholm.
22 En lo que sigue E y F son espacios de Banach. Sea T : E—F un
operador lineal, si existe un niumero real m > 0 tal que
IT(f)le <mllfllg paratodo f e Q(T)
entonces se dice que T es un operador acotado en Q(T).
®. Si T es acotado, se define |T| = f{m/|T(/)llp <m|fllg, Vf € QT)}
como la norma de operador 7.
®. Ahora consideremos k : [a,b] X [a,b]—R continua y
K:O(a)=Clat)
[ K[f], K[fl(z) = [, k(z,y)f(y)dy
n (C(a,b)),]l-|l,,) tenemos
K [£)@)] = | [k 9) F@)dy| < [k DI @)lldy

< s k@ f@)ldy < sup (K@ y)|6— ) flly = ml £l

,y € [a, 0] ,y € [a,
teniéndose IK[f]ll, <m|fllo- Luego el operador K es acotado.

23.En C2o(Q) = {u e C( Q)/u Uiy Uy, € CH(Q), Vi, 4,1 <, j < N,0<a <1}

se define [lull,,, = |lul, +zuamju +z\

C?**(Q) es un espacio vectorial normado. Si se toma
e 2+«

L:C (Q)——)CQ(Q)
u > Lu] = Zawa?au, —Q—Zb?g“ + cu
i,j=1
se sigue que L es acotado. Ademas si L es eliptico entonces L es uno a
uno.

Donde ¢°7(Q) = {f c C”“(Q)/f‘aQ = o}

u

7.5-|| » en estas condiciones
L0 a

28 sca 7 .EF un operador lineal. T es un operador acotado en Q(T) s
y sélo si T es continuo.
Recuerde que con Q(T) indicamos el dominio de T

®. Consideremos el espacio (C'([a,b]),| - ||.) el operador

M : C*([a,b])—C([a,b])

f=f

no es continuo, basta tomar operadores cerrados como los dados por la
sucesion {sinnt}
®. (Funcion abierta). Si E y F son espacios de Banach y L : E——F es un
operador lineal, continuo y sobreyectivo entonces (L es abierto) VG
abierto en E se tiene que L(G) es abierto en F.
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® Si Ey F son espacios de Banach y L:E—Fes un operador lineal
acotado y L es una biyeccion, entonces L~! : F—Ees también un operador
lineal acotado.

25. Supongamos que E y F son espacios de Banach, denotemos por
L(E,F)={M : E—F/M es un operador lineal acotado}
Si E=TF, entonces L(E,F) = L(FF)
® (L(E,F),||-||) donde || -]/ es la norma de los operadores acotados, es un
espacio de Banach.
Si M € L(E,F) entonces || M| = sup [M(x)|z O
fek
IfIl =1
®.Observemos la ecuacion de la forma
f(@) = Jy k(e y)f(y)dy = gy) (1)
donde k:[0,1] x [0,1]—%® es continua. Supongamos que se tiene el
siguiente problema: Dado g€ C([0,1]), se desea determinar f tal que
satisfaga la siguiente implicacion: "si T[f](x) = folk(x,y)f(y)dy es un
operador lineal entonces el problema (1) tendra la forma (I-7)f = g¢". Si

se desea que una tal f exista, esto se tendra cuando (I —T)sea un
operador invertible.

26. Supongamos que T : E—F el lineal acotado, donde Ees un espacio de
Banach y T € L(E). Si |T||z = 1entonces (I-T)" ' existey (I - T)"" € L(E);
en ese caso se dice que I-T es invertible.

®. Supongamos que E es un espacio de Banach y Ly, L,L;! € L(E). Si
| L — Lo||[|Lg'|| < 1 entonces L~ € L(E) ( es decir, L es invertible)

2] sea £ un espacio de Banach, y T : E—SE un operador lineal (T no es
necesariamente acotado), entonces al conjunto
p(T) = {re C/N\ - T)" € L(B)}
se le denomia conjunto resolvente de T. Al complemento o(T)de p(T)en
C (o(T)=C—p(T)) se le denomina el espectro de T.
® Si A € p(T) se denota por R(A\,T) = (M —T) "
R(-,T): p(T)—L(ED)
A= M =T)7"

R(T)se le denomina el resolvente de 7.
® Puede suceder que T no sea inversible, pero que exista \ tal que
ﬁ\{riT sea invertible, porque A\I—-T=XI—-%) y X se toma tal que

~ || < 1.

A

® Sea T un operador lineal acotado, que efectua una transformacién
biunivoca del espacio de Banach E sobre el espacio de Banach F.
Entonces el operador inverso T-! es acotado.

28.si 7 L(E), entonces \ € p(T) siy sélo si (\I-T') es una biyeccion.
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(M—T)noeslal&sdfeEtalque A\ -T)(f)=0,f#0
*Meog(l)& (o0 df #0tal que T(f) = A\f

(M —T) no es sobre
*. o(T)C Byry(0) = {Ae C/I]N < ||T||} porque A -T =A(I-%) y es
inversible siy sélo si [|L]| <1< [T <Al
® Se considera que sup |\ es el radio del espectro de T.

Aeo(T)

® Supongamos que T :E-—E es una aplicacion lineal y E un espacio de

Banach. Si Xy € p(T) y Jim R(AT;:—fO(A‘)T) existe, en este caso se dice que
— A0

R(-,T) es analitica en ).
29.si 7 es un operador lineal acotada esto es T' € L(E) entonces

(1) p(T) ={A € C/(AM —T) es invertible}, es abierto

(i) R(-,T) : p(T)—L(E) es una funcidén analitica.

A— R\T) =\ —-T)"
® SiE#{@} ysiT e L(E) entonces o(T) no es vacio.
*SiTeL(E)y~,(T)= sup |\ entonces
Aeo(T)
%(T) = liminf|T"[* (3(T) < |IT])

30. Supongamos que T € L(E), la serie A71>"A™7T™ es tal que

n=0

(i) converge si |[A| > ~,(T)
(17) diverge si |A|<v,(T).

1
n

+ 7o(T) = lim sup||T™

C < (it = )

®. Debe tenerse que ~,(T) # ||T|| y se puede demostrar que ~,(T) < || T||

. 7, (T) = lim ||T"
n—oo

31.(Teorema de Hann-Banach) Sea Bun espacio de Banach real y M un
subespacio de B. Sea F un funcional lineal acotado sobre M (F : M—R)
con norma || F||,- Entonces existe un funcional lineal acotado G : B—% tal
que

(a)Gf=Ff, para cada f e M

O) |Gl = £ ]l
En otras palabras G es una extension de F' a B, sin aumento en la norma.
32. Sea B un espacio de Banach real, M un subespacio de B. Sea F un
funcional lineal acotado sobre M con norma |[F|,. Sea g€B,g#0 y
g ¢ M. Si

N={f+ag/f eM,a e K}

Entonces existe un funcional lineal G acotado G : N.—X tal que

(a)Gf =FFf, para todo f € N
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0) |Gl = [1F]x-
33. Sea B un espacio de Banach y sea f # 0 en B. Existe un F e B*, I # 0
tal que Ff = ||F|||| f|]| entonces Ff = |Ff|

®. Si B # {0} existen funciones lineales acotadas F # 0, F € B* tales que
para f.geB, f#g, F'f # Fg

¢ Si Ees un espacio de Banach, entonces E* = L(E,R) es un espacio de
Banach.

® Si Ees un espacio de Banach y f € E entonces existe f* € E* tal que
[ =1ry Il = 1.

® Si E es un espacio de Banach y f€E, ademas f*(f) =0, para todo
f* € E* entonces se tiene que f = 0.

34 Supdngase que E es un espacio de Banach. Si f € E, entonces
Ifl =" sup [f*(f)]
‘e
1f =1
39. Supongamos que E es un espacio de Banach. Si f*eE*y geE
denotaremos por
(90 =19

®*Sia,BeR, f*,gt €eE, f,g € E se tiene

(@) (f*af+Bg)=alf )+ B9

(1) {ef* + Bg", f) = ol f*, [) + Blg", [)

(aid) [{f*, A< 1A

(i) Si (h*, f) =0 para todo h* € E* entonces f =0
36. Supongamos que E y F son dos espacios de Banach y L € L(E,F)
(operador lineal acotado), se define L*:F—E . Si f* € F* entonces

L*(f*) = f<(L(f)) paratodo f € E
y L* es lineal.
® Si f*,g* € F*, entonces f* +g¢* = (f+9)"
®. L* es un operador acotado, llamado operador adjunto de L.
3l. siE y F son espacios de Banach y L: E—Fes un operador lineal
L* : F*—[E* es el operador lineal adjunto, entonces
|L7]| = [|L]]

de donde sale la acotacién de L*.
® Por ejemplo en el caso del Laplaciano Au= g—j:; + 2—?; +-+ %

tomando A : 02”(9)%0“((2) se puede demostrar, integrando por partes
que
(Au,v) = [Auv = [uAv = (u, Av).
Q Q

® Supédngase que S C E donde E es un espacio de Banach, se denota por
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St ={f*e€E/{(f*,f)=0paratodo fe S}
Si S* C E* se simboliza por

(S*): = {f e E/(f*, f) = 0 para todo f* € §*}
38. Supdéngase que E y F son espacios de Banach, entonces si T' € L(E,F)
tenemos

(i) Si R(T) es el recorrido de T, entonces R(T) = N(T*)"

(17) Si R(T) es cerrado entonces R(T*) también lo es, y ademas

R(T*) = N(T)*
® Supongamos que E es un espacio de Banach. Si la bola cerrada unitaria
D={reE/|flI<1}

es compacta, entonces E es de dimension finita.
® Supongamos que E es un espacio de Banach. Si M #E es un
subespacio cerrado de E, 0<e<1 entonces existe un elemento
feE—-M talque|f|l=1vVy|f—g]] 1—e paratodoge M.
(Vea una demostracion muy interesante de este resultado en el Analisis Il
de S. Lang) .

39. Supdéngase que E y Fson espacios de Banach y T:E—F es un
operador lineal, entonces si para toda sucesion {f,}°,en E, entonces
| fullg <r, para algun r>0 y para todo n 1, existe una subsucesion
{fu.}re; tal que {T'(f,)},—, converge en F, en este caso decimos que T
es un operador lineal compacto .

® Supongamos que E es un espacio de Banach. Si T:E—E es un
operador lineal compacto A€ C, A#0 entonces N(A—-T) es de
dimension finita.

® Si T:E—E es un operador compacto entonces 7" :E*—E* es un
operador lineal compacto.

80. si 7. E—F es un operador lineal compacto y A € C,\ # 0 entonces
R(M —T), R(M — T*)son subespacios cerrados en E.
® (i) RN[—T)=N\ —T*)"

(1)) RO = T*) = N(AT = T)*"
® Si T:E—E es un operador lineal compacto y A € C,\ # 0, entonces
existe un entero positivo n tal que

N(A =T)") = N((A\[-T)"")

a. (Alternativa de Fredholm). Supéngase que T : E—E es un operador
compacto y A€ C,A#0, (AT —T) es sobre siy sélo si (\I—T) es uno a

uno.
® Si Q es un dominio acotado en Y y 0<a< <1 entonces la
inyeccion
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i: CP(Q)—CYR)
u b i(u) =u
es una aplicacion lineal compacta.

En la demostraciéon de esta afirmacién se destaca la siguiente desigualdad

() —u(y)| _ Jul)—uy)] f-a < [u@=u@)] | (g:s B-a
o A e |z =yl < o=y (diametro de )

42 Supdngase que Q es una region en RV para 0 < a < 1, se dice que 952
es de clase C?*® si para todo p € 99 existe un abierto G en RV y un
abierto V en R®"! tal que p € G existe un entero 1 < k < N y una funcioén
h € C*(Q) tal que

NNG=

{(xl, ey Ty e EN) /(X1 e 1, Tt 1y -, TN) EV Y @ = (21, ..., Tho1, Tt 1, ,x\)}

a3. (Teorema de Schauder) Si Q es una region en RV, 9Q es de clase
C?*, Qes acotado

Llu] = ZZ%( )azax. +Zb () 2% + c(z)u, paratodo u € C*(Q)

j=li=

L es umformemente eliptico, aw,b“c € C*(©2) y ¢ < 0; entonces existe una
constante k; > 0 tal que para todo f € C*(Q2), el siguiente problema
Lul=f enQ
(1) { u=0 en 0f)
tiene una unica soluciéon en C**; y ademas
lullyye < K1l flla

® Tomando

Q) = {u c CQJF("(Q)/U‘&Q = o}
se obtiene claramente un espacio de Banach cerrado.

. Considerando el operador
e 24

L:C T ()—C(Q)
u > Lu]
lo que dice el teorema de Schauder es que L es un operador uno a unoy
sobre (es decir, L es una biyeccion)

®. Por las definiciones resulta que L es uno a uno ya que si L{u] =0,
entonces por el principio del maximo u = 0. Asi
1 0v(Q)—C?(Q)
es acotado y
I (Allasa < IZTHILA-

M.(Desigualdad de Sobolev para 0 < a < 1). Si se toman las condiciones
del teorema de Schauder y p es suficientemente grande tal que
(a) a+ ]]—Y < 1 entonces existe una constante ¢ = ¢(p, L, Q) tal que

[ulliya < cllully,

0) Al < cllfll
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() ulliso < Fllfl,
También se tiene que

lull 1o < cllflle < cllflla

En general se tiene que
lully 1o < collully, < cellfll,
* Lainyeccion i:C*(Q)—C(Q) es compacta.
u b i(u) =u
® Considérese la siguiente composicién'
2+a
Co (@7 (@50 (@)
tomando R=L"1, T=io R : C*(Q)—C*(Q), entonces se tiene que T es
un operador compacto.

a3 Supéngase que Qes un dominio de RV acotado

Llu] = ZZ%( )(%ct?x +Zb (x) 2% + ¢(x)u, paratodo u € C*(Q)

j=li=
aij, bi,c € C2(Q), se tiene que eI operador L es uniformemente eliptico

ademds 99 es de clase €2+, Si L: &7 ()2 (1) es uno a uno donde
s2ta 2+« _
¢ —{UEC /U‘OQ—O}
entonces el problema

{L[u] =g enq
u‘ =0
a0
tiene una solucién unica u € C**(Q) para cada g € C*(2), ademas existe

una constante k, > 0 tal que
[ullora < Kol L[u]

—_ ||a7

Vu € C*T(Q).

® Este es el mismo teorema de Schauder donde se ha cambiado la
condiciéon ¢ < 0, por L, €s uno a uno.

® En resumen se considera el siguiente diagrama conmutativo

N—l

C“tm H C* (@)

C* @)
Se toma Nu| = Lju| — du c(r)—d <0
Asi L[u] = f es equivalente a u+ dT'(u) =T(f) de donde

u—Ku=T(f/)N K= —dT & (I — K)(u) =T(f)-

® Supodngase ahora que € es un dominio acotado en RV, 9 de clase
C?*, a5, b, ¢ e C“(ﬁ) cono0<a < 1

Llu] = ZZ%( )8$8x] +Zb (x) 2~ + ¢(x)u, paratodo u € C*(R)

j=li=1
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L es uniformemente eliptico y
0 x RoR
(2,5) = f(z,s)
es una funcién de clase C' en Q x R.
Consideramos el siguiente problema

Liu)(z) = — [f(z,u(z)) + h(z)] en Q
u’ =0
B!
donde h € C*(Q)
46. una funcion ve C%(Q)NC(N) se denomina supersolucién (o solucién
superior) del problema (I) si

Llv](x) < = [f(z,v(z)) + h(z)]
en Q, v(x) 0 en .
Si una funcién w € C?(Q) N C(Q) satisface las siguientes desigualdades

Lwl(x) = [f(z,w(z))+h(z)] en Q

w(z) <0 en 9N

en este caso a w se le denomina subsolucién del problema (1)

A1. si existen dos funciones v y w tales que v es una supersolucion de
(I), w una subsolucion de (I) y w(z)<wv(z) en Q entonces existe
u € C?**(Q) tal que u es solucion de (I) y v(z) < u(z) < w(z) en Q.
DEMOSTRACION: Dada la importacia de este resultado en todo lo que sigue
se dara la prueba como un ejercicio.

Se selecciona v > 0 tal que

’y+% > (0 paratodoz e

y
w(x) <s<v(z) Yy -y+c(x) <0 en
Se define Mu] = Lju] —~yu para todo u € C*(Q). Por el teorema de
existencia de Schauder existe una funcién v, € C***(Q) tal que
{ Mug] = — [f(z,w(x)) + h(z) + yw(z)] en Q
up =0 en 9N
Por el mismo teorema existe u; € C?>**(Q) tal que
{M@ﬂf—v@mmm+um+mmmuna
up =0en 91
Usando induccion podemos asegurar que existe una sucesion {u,} ~_, en
C?*t(Q) tal que
{ M[uTﬂ] = - [f(a;.? u’fTL—l('Z.)) + h('j:) + 7“7”—1 (x)] en Q
u, =0 en 012
paratodom =1,2,...
Demostraremos a continuacion que
w(x) < up(z) < upyr < v(z) paratodo x € Q
Para ver esto recordemos que
{ M(w(z)) = [f(z,w(z)) + h(z) +yw(z)] en
w(xz) <0 en N
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Ademas tenemos
(%) {M[UO](w) = — [f(z,w(z)) + h(z) + yw(z)] en Q
up =0 en 909
Restando tenemos
Mw—wul(z) 0 en
{ w—1uy <0 en 0N}
Por el principio del maximo débil w—uy <0 en Q esto es
w(z) < ug(z) en Q
Ademas tenemos
Mv)(z) < = [f(z,v(z)) + yv(z) + h(z)] en Q
L
00
Restando esta ultima con (x) tenemos
Y

Mug — o)) f(w,0(2)) = F(@,w(@) + o) — w(@)]
= <g—£(x,§(x)) + 7) (v(z) —w(z)) 0 paratodoze

y (uo — U)‘asz <0

(HAplicando el teorema del valor medio

Otra vez por el principio del maximo débil y las anteriores desigualdades
podemos concluir que

uo(z) < v(x) en Q
suponiendo que w<up <upy <v k=1,2,...,n—1. Las otras
desigualdades se demuestran en la misma forma. Por lo anterior
podemos concluir que

w(r) < up(z) < upp < v(x)
para todo entero positivo n. Por lo tanto el limu,(xz) existe para todo

z € Q. Se define u(z) = lim u, (z) para todo z € Q.
Ahora denotemos por
gm (@) = — [f(z,up-1(2)) + h(z) + rum-i]
y
9(@) = = [f(z,u(x)) + h(z) + ru(z)]
Ya que f es de clase C' tenemos que
lim gy, (2) = = [z, 1 (2)) + h(2) + 71 (2)] = g() , Yo € Q.

Asi existe r > 0 tal que ||gn|l <7V gl <rparatodom=0,1,2,...
Tomemos p suficientemente grande tal que o<1 - % Ya que

lim g,,(z) = g(z) Y |lgn|| < r, se tiene, integrando que
m—0oQ

(f g (@) g<x>rpdx> "~ lgn —gll, — 0 cuando m — o
Q

ademas se tiene que
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| — Un||1+a < cpl|up — unHQ,p < e [Hgm - g“p +1lgn — ng] —0
cuando m — oo y n — co. Lo anterior quiere decir que {u,}°_, es una
sucesion de Cauchy en C'™*(Q)-norma. Entonces u,, converge a u en
C*(9)-norma.

En lo que sigue demostraremos que {g,,}
esto denotemos por

oo
m=

, converge en C%(Q). Para

() = g (2) — gn(x) = — [f(@,up1(7)) — f(2,un-1(2)) + 7(Up-1(T) = U (7))]
ya que fy V son funciones uniformemente continuas en Q x igfw,supv]
Q Q

y {un,}>_, converge en C%(Q2)-norma tenemos que si ¢ >0, existe N(e) tal
que n,m  N(e),
Sgp|vf($»um—1($)) = V(@ up1(z))] <€

Q
y

SEP THVumfl - vunfln S 7“||um71 - un71||1+a <e€

Q
tenemos

Hgmn<m) - gmn(y)H = Hvymn<£)($ - y)“

S (|Vf(§, um—l(g)) - Vf(gv un—1(€)>| + T|V(Um_1 - un—l)(é)l )|IZ‘ - y|

Ahora

sup Hgmn(l-i):j'zwl(?/)” S 2d1+a

T#y '

T,y € Q .

donde d es el diametro de (2 teniéndose que

Hgm - gn”a = Hgn - gmHoo + H(Qm - gn) <€+ 2dlia - 6(1 + 2dlia>
Luego |(|gm — gnll, — 0, cuando n,m — occ.
Por el teorema de existencia de Schaudgr, existe k>0 tal que

| — un||2+a < k|| M (u, — un)”a < kllgm — gnHa - 0, n,m — oo
Esto quiere decir que {u,} ~, converge a u en C*™ (Q) entonces

lim M (u,) = M (u)
M{u) () = lim M) (2) = lim [ = £zt 1 (2)) + 1 1(2) + h(z)]

m—o0

= — [f(z,u(x)) + ru(z) + h(z)]

pero
Mlu](z) = Llu](z) — ru(z) = — f(z,u(z)) — ru(z) — h(z)
Luego
Llu](z) = — [f(z,u(z)) + h(z)] enQ
u‘ =0
o0
O

A8 rara cada [ € F existe una unica funcion v € B que cumple L{u] = f.
Ademads existen constantes k; >0 (la cual depende de un numero
B e (0,1)fijo) y ky, >0 tales que:

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com




Dario Sanchez H Ensayo de una solucidén de un problema de E.D 17

(@)l[ullg < k|| Llu]l 5

O)[ullyyp < Rl Llu]ll
donde F es el espacio de Banach conformado por las funciones
feC*(QxR), tales que f(,t+7T)= f(x,t), con la norma |.|, definida
por

/]

Co@x[0,T]) — I f1l 7

L
ENUNCIADO DEL PROBLEMA

INTRODUCCION

El propésito del presente trabajo es hallar una solucion (u,v)de un
sistema no lineal la cual tiene el mismo espiritu de todos los fasciculos
que he puesto en el ciber espacio para que el interesado vea un tipo de
problema con mucha exigencia y que frecuentemente se conoce como
una investigacion en ecuaciones diferenciales. El problema esta dado por

Lul(z,t) = u(z,t)[a(x, t) — ayu(x,t) — asv(x,t)] en QxR

(I Lv|(z,t) = v(z,t)[b(z,t) — biv(x,t) — bou(x,t)Jen QxR
u‘ =0, v‘ =0
OxR IOxR

donde Q es un dominio acotado de RV, N 2,00de clase C?™ con
0<a<l,

Llu] = @— (Z%afgx +sz§;‘ +C“>

L‘]f
a(z,t) > 0,b(z,t) > 0,a;; = a;;,b;,c( <0) son funciones periédicas con
periodo T, ademas a;, a2, b, y by SON constantes positivas.
Se hallara la solucion del problema (I) bajo las hipotesis generales
siguientes:
(1) a(z,t) > N\
(2) Se toman aq,as, by, by tales que a; > by, by > as,
0 < a1b; —agby < 1
0 <ajas —ashy <1
a1by — asby > ajas — asbs.
En esta forma es posible hallar valores de a y b tan grandes que

b bz(’+(lb) > O y 1 _ % > T
_ (ar1as—asb; _ b
donde 7 = (m)m* con m* = max{2,2}.

(3) b — byuy se toma suficientemente grande de manera que )\, es tal que
0 < X <1, entonces ), es el valor propio principal del problema de
frontera dado por
Lu] = A(b — byup) en Q@ x R
(1) {

‘ =0, v>0en QxRN
IR
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y con ug la Unica solucién del problema
Llu] = u(@— aju) en 0 x R
(I11) ‘ =0,u>0en QxR
ONxRN

donde @a=a—ma con 1-— % >T1 >7, Yy donde )\, es el valor propio
principal del problema
Lul=Xu en 00 xR
(V) ‘ =0 en QxR
; 8!:2><5R ]
con funcién propia ¢, asociada a A\, y ¢l =

§1. METODO DE ITERACION MONOTONA

Este paragrafo sera dedicado a la demostraciéon de algunos lemas que
facilitan la prueba final del problema (I) y en los cuales se presenta un
modelo de convergencia mondtona siguiendo ideas dadas por el profesor
Luis Ortega en el seminario de ecuaciones diferenciales parciales [18].
Consideremos el espacio funcional E dado por

]E={u € C*(Q x ?R)/u(a:,t+ T) = u(z,t), u‘am% = 0}

con la norma

Ox||0,T Qx[0,T]
fulle = Il 2T 457 [ |
i.5=1
E es un espacio de Banach, en este espacio valen las siguientes
desigualdades
Ox[0,T
lllysq < RILu] |0
lulliys < FILIW s v € B
Sea

E= {(u v)GExE/ ‘
con la norma

B [(w, v)llg = max{{|ully o, [[0]l540}

E es un espacio de Banach.

Usando los métodos de iteracion monotona y bifurcacion global, daremos
nueve lemas que llevan a la existencia de la solucion del problema (7).

O,v‘ _ 0}
OOXR OOxXR

DEFINICION: A un par de funciones (u,v) se le denomina supersolucion de
(I) si
w(X,t+7T)=u(x,t), v(x,t+T) =0v(x,t) en QA xR, u,v€ C**(Q x R)
y satisfacen la siguiente desigualdades
Lu] wfa—auw—asv] en QxR
L[@] E[b — b0 — bgﬂ] en QxR
w 0,7 0 en 90OQxR
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Analogamente, un par de funciones (u,v) es una subsolucién de (I) si las
funciones u y vsatisfacen las desigualdades

Llu] < ufla —aju —asv] en QxR

Liv]<vb—bjv—bulen QxR

u<0,v<0 en 9N xRN
u(r,t+7T)=u, v(z,t+T)=v(z,t), u,v € C**(Q x [0,T7]).

PRINCIPIO FUERTE DEL MAXIMO. Supongamos que u € C?**(Q2 x ®), L[u] <0
en QxR y u obtiene un maximo en QxR en un punto
Py = (z9,t)) € Q@ x R. Si u(P) > 0 entonces u=u(F) en Q x [a,t].

LEMA 1. Si u,u,v,v € C*(Q2 x R) son funciones tales que satisfacen
(a)L]u] <u(a —aju —ayv) en QxRN
(b)L[uw] ula—au—aw)en QxR
(c)L[v] Sv(b—bv—byu) en QxR
(d)L[v] v(b—b1v—bou) en QxR
(e)g’mxmf(), 0<u<w, O0<v<ven QxR
donde u(z,t+T) = u(z,t), v(z,t+T) = v(z,t), u,v € C*F*(Q x R)
u(z,t+T) = u(w,t), v(z,t+T) =0(x,t), u,v € C**F(Q x R)
entonces existe una solucion (u,v) del problema (I) tal que
u<u<u, v<v<7D en QxR
DEMOSTRACION: Se define la siguiente truncacion
u(z,t) si u(z,t) > u(x,t)
(pu)(zx,t) = {u(m,t) si u(z,t) <u(z,t) <u(z,t) paraue C*(QxR)
u(x,t)  Si u(z,t) <ulx,t)

V)
v(z,t) Si v(x,t) > v(x,t)
(pv)(z,t) = {v(:c,t) si v(z,t) <ov(z,t) <v(z,t) parave C*(Q x R)
v(x,t) si v(z,t) <ov(z,t)
Para u,v € Edefinimos
hi(u,v) = (pu)la — a1 (pu) — as(ov)]
i) { ha(u,v) = (o0)[b — by (o) — ba(pu)]

Consideramos ahora el operador 7' dado por
T(uvv) = (.7 o hy (uav)ajo hQ(uav))
donde j=ipo (L) , siendo
(L)™' Co(Q x [0,T])—C?+(Q x [0,T))
ip : C*(Q x [0,T])—C*(Q x [0,T))
funciones completamente continuas. Consideremos el problema
Llu] = hy(u,v) en QxR
(VII) L[v] = ho(u,v) en QxR

U =0, v’ =0
00X RN INxR
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Mostremos que (VII) tiene solucion y que toda solucion de (VII) es
solucion de (I), para eso consideremos tres etapas:
Primera etapa: T aplica Een E , puesto que

hi(u,v), ho(u,v) € E

esto dado que u‘ = v :g‘ =0, y de las definiciones de pu
IOXR OOxR OOxR

y ov.
Por el teorema del punto fijo de Schauder existen s,z € C*™(Q x [0,7])
unicos tales que s = jo hy(u,v) y z = jo hy(u,v), asi
(5,2)=T(w,v) y  (s,2) €E
Por otra parte se sabe que existe k > Otal que
170 fllora < KILFI
donde f = L[u]. De aqui_ B
170 h1(u, v)llg10 < Kllha(w, )]s (170 ho(u, )40 < Ellha(u, v)||
Se puede por lo tanto encontrar una constante 7 de manera que
Ih(u o)l < 50 Yy llh2(u )l < %
Luego en particular si (u,v) € B,(0) se tiene B
1T (u, v)[[g <k max{|[h1(u, v)|, [[h2(u, V)] } < K
por lo tanto B B
T(B,(0)) C B,(0).
Segunda etapa: Por el teorema de Schauder para operadores parabdlicos
(L)™' C(Q x [0, T]))—C*+(Q x [0,T))
io : C2+(Q x [0, T])—C*(Q x [0,T))
son funciones completamente continuas. Veamos que el operador T es
completamente continuo.
i. T es continuo: Si ||(u,v) — (u1,v1)||g — 0, vemos que
IT(u, 0) — Ty, v1)5 — O
también, como
1T (u, v) = T'(ur, v1)|lg =
= max{||j o hi(u,v) — jo hi(ur,v1)llsyq 170 ho(u,v) = jo ho(ur, v1)lloy0}
Mostraremos un poco mas adelante que
lpw = purll < flu —willg ¥ [lov-ovi]l < llv—will
y como
lu =l < [[(u,0) = (u,v1)llg Y llv—wvillo < Hw,v) = (ur,01)llg
por transitividad se sigue
lou = pur | < [[(w,v) = (ui,v1)llg Y [lov-ou| < [[(u,v) = (w1, v1)|g-
Por otra parte son conocidas las siguientes desigualdades
[flla+a < 1flla € W lhta < Fillflly < BakallLAI, < BILSf]
de donde se sigue que B
170 fllora < Ellfll
por lo tanto B
170 ha(u, v) = jo hy(ur,vi)llpyq < KIIL(G 0 (h1(u, v) — hi(ur,v1)))l] o
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< kllha(u,v) = ha(ur,m) | <
< E[allpu— purlly +ar][(0w)? ~ (pu)? || + azllpuov — purow | ]
< Klaflu —u o + 201 [l oflu = will + a2([[0ll o lu — urll + [[@ll llv = vill )]
Luego
170 hi(u,v) = johi(ur,v1)lpq — 0

Analogamente se obtiene que ||jo hy(u,v) — jo hally., — 0.
De esto se deduce que

1T (u,v) = T'(ur,v1)|lg — 0 cuando  [[(u,v) — (w1, v1)[lg — 0.
it. T es completamente continuo: Sea {(u,,v,)},—,en E una sucesion
acotada, asi existe una constante k,tal que ||(un,v,)||g < k4 para todo n,
veamos que {T(u,,v,)} tiene una subsucesién convergente en la norma
de E.
Para la definicion de la norma en E se sigue que

||un||2+a < k4, ||Un||2+a < ky
Sean ks = 2max{ ||y, o, [|ullorns kst Y ke = 2max{||D]|o o, [|V]l91q, K4} €NtONCes
para todo n tenemos

HpunHQ-m < ks ) HUUHHQ-W < ﬁG
Como en E vale la desigualdad ||ul|,,; < k|| L(u)]|,, v € E.
Dado que T'(uy,v,) = (jo hi(un,vy,), 70 ha(u,,v,)), tenemos

170 ha(un, vn)ll11 5 < KIL(G 0 P (un; vn))ll oo = Ellha (un, vn)

= Ellpwn(a — arpu, — az00,)ll, < F(allall, + anllall’, + azlf@l]  [ol..) < ks
Luego {johi(u,,v,)}oc, €s una sucesion acotada en C*(Qx [0,T])
entonces posee una subsucesion convergente a algun
f e C?*(Q x [0,T]) denotémosla {jo hy(un,, v}, Y
||jo ha (U, Upy) — f(l)Hsz — 0, cuando k& — oo.

Ademas para cada k, podemos tomar (jo hl(unmvnk))‘m - 0 entonces
X

£ ‘ =0
0NxRN
Por otra parte la sucesion {jo ho(u,,,v, )} tiene a su vez una sucesion
convergente que también denotamos {jo hy(u,,,v, )} para la cual existe
f@ ec*(Qx[0,T]) tal que Jim 14© ha(tng, vn,) — fP]5,, = 0.
o

] = (2) =
Como para cada k, (jo hg(Un,k,vm,))\mm 0, entonces [~ =0.

Luego en total, hemos encontrado una subsucesion {T'(u,,,v,)} -, de
{T(un,v,)}>2, tal que existe (f1), f?)) € E para el cual se satisface que

i (7w, — (70, 7) [ =0
con lo cual hemos probado que T es completamente continuo.
Ahora B,((0,0)) C E, es cerrada en E, no vacio, acotado y convexo. Por la
primera etapa sabemos que T(B,((0,0))) C B,((0,0)). Entonces por el
teorema del punto fijo de Schauder existe (u,v) < B,((0,0)), tal que
T(u,v) = (u,v), esto es;
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u = johy(u,v) < Lu] = hy(u,v)
v =jo hy(u,v) & L[v| = hy(u,v)
Asi (u,v) es solucion del problema (X17)
Para finalizar la segunda etapa, probemos que |pu— pu;| < |lu— w1
(la afirmacion |lov — ov;|| < |lv — vy||,, se hace en forma semejante).
Para (z,t) € QxR analizamos ocho casos para w(z,t) y wu(x,t)
veamos dos, pues los otros seis se hacen en forma analoga
i. Siu(z,t) <wu(x,t), ui(z,t), o si u(x,t), uy(x,t) <wu(x,t) entonces
(pu— pur)(,8) = 0 < [lu — w]|
ii. Si u(z,t) < u(z,t), uy(z,t) <u(z,t) entonces
|pu - pul‘ = |u(x7t> - ul(xvt)‘ < “u - ul”oc"'Etc
Tercera etapa: Sea (u,v)solucion de (VII), para probar que (u,v) es
también solucion de (I) basta ver que cv=vyque pu=u en QxR o
seaverqueen Q x R, setiene u<u<u y v<v<7T.
Consideremos los siguientes conjuntos:
A =A{(z,t) € @ x R/u(z,t) > u(x,t)},
Ay = {(z,t) € A x R/u(z,t) < u(x,t)},
As ={(z,t) € A x R/u(z,t) < u(z,t) <u(z,t)},
By = {(x,t) € Q x R/v(z,t) > v(z,t)},
By = {(z,t) € Q x R/v(z,t) < v(z,t)}
Bs = {(z,t) € @ x R/v(z,t) < v(x,t) <v(z,t)}
En QxR se tiene
La—u) a(@—pu)+a((pu)’ = @)°) + as((pu)(ov) — W)
Si A, # o existira (y*,t°) € A, para el cual u(y*,t) >u(y*,t"). Sea Z la
componente conexa de A; con (y*,t') € Z. Por la continuidad de @ — u, Z
contiene una cierta vecindad de (y*,t°). En Z, u < u luego pu = u, en 92
se tiene ©w = u. De modo que en Z se tiene
Lu—u) au(ov—v) 0
De donde por el principio del maximo se sigue que
max(u — u) = max(u — u) =0

Y

De aqui que para todo (z,t) € Z se tendria u(z,t) < u(z,t) pero esto (—+)
contradice la definicion de Z. Luego para todo (z,t) € Q xR,
u(x,t) wu(z,t) osea A; = @.
De la misma manera se puede demostrar que A, = @.
Ahora en Q x R se tiene

LT —v]  b@—0v)+ by ((0v)* = 7%) + ba(TT — (o) (pu))
Si B; # @,existe (z*,t*) € B; tal que v(z*,t°) > v(z*, ).
Sea S la componente conexa de Bj, con (z*,t°) € S, por lo menos existe
una vecindad de (z*,t°) tal que wv(x,t) >v(z,t) para todo (z,t) en esa
vecindad, esto dado que 7 — v es continua. En S se tiene o(z,t) < v(x,t) y
en 95, v(x,t) =v(x,t) asi ov=71v en S, entonces

Lw—v) byv(pu—1u) y byv(pu—1u)<0.
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Se tiene ahora dos posibilidades
Liv—v] 0,0, byv(pu—1u) < L[v—v] <0
Si L[v—v] 0, por el principio del maximo se sigue que
max (v —v) = max(v —v) =0
S as

De donde para todo (z,t) € S se tendria v(z,t) <v(z,t), esto es (—+)
contradictorio con la definicion de S.
Si byv(pu —w) < L[v—v] <0, por el principio del maximo se sigue que
min (7 —v) =min (v —v) =0
S oS

Nuevamente se sigue que para todo (z,t) € S, v(x,t) < v(x,t), esto es (—+)
contradictorio con la definicion de S.
Luego para todo (z,t) € Q x R, v(z,t) < v(x,t) asi B; = @.
Por un método analogo se demuestra que B, = @.
Se sigue entonces que A3 =Q xRy B3=0OQxRoseaocv=0vY pu=u.
Por lo tanto (u,v) es solucion de (I), pues se tiene
hi(u,v) = ula — aju — azv]
ho(u,v) = u[b — byv — byu]
ademasu<u<u , v<v<v en 9N x R.

LEMA 2. Existe una Unica solucién 6 € C?**(Q x R) del problema

L[u] = U[am* — a/lu] en QxR
INx RN
donde v = max{2 55}

DEMOSTRACION: a. Sea w; una subsolucic')n y ws una supersolucién del
problema (VIII) tales que w; < w;en Q x R. Entonces
{L[wl] <wilam® —awi) en QxR

w; <0 en 9N x R
Llwy]  walam* —ajws] en QxR
{w2 0 en 90 xRN
Sea h(u) =u[m*a — ayju] + ru, para algun r>0 tal que h(u) es

estrictamente creciente en el intervalo
_inf wy, sup we
QxR QxR
Construyamos inductivamente una sucesion {uﬁf)} y una sucesion {uf?)}

asi, por el teorema de Schauder para operadores del tipo parabolico,
existen ugl),u?) € C?T(Q x R) tales que
L[uf’] +ruf’ = h(w;) en @ xR, i=1,2

)

=0 i=1,2
OOxN
(1)

y para cada n 1, existen por el teorema de Schauder wu,,,,
u?,, € C*(Q x R) tales que
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L[uiﬁrl} + rugfil = h(u;”) en OxR, i=1,2

(2)

Uy =0

IR
Dada la monotonia de h y la construccidon recurrente anterior se puede

probar por inducciéon que para todon =1,2,3,...
(1) w < ul) < wy w1<u%)<w
(IT) ug) <ul))
(I1n it <u'?,
(VI) uld) < ul?
Ahora, si (z,t) € Q x Rpor la acotacion y monotonia de las sucesiones
{ufll)(az,t)}zo Y {uf)}zo _ existen uD(x,t), y, u?(z,t) tales
Timu ! (2,6) =V (2,0) y lim i (2,1) = 0 (z,1) (1)
Sean ahora f,p tales que O<a<ﬂ< 1—%, entonces para todo
n=1,2,3,... existen constantes K, K,, K3 > 0 tales que no dependen de

—

ny
‘ Ugf) < K1‘ USL) < KlKQHL[Ugf)} H < K1K2K3HL1 [ugfq H ,1=1,2
1+ 2,p P 00
donde Li[u] = L[u] + ru, el cual también es un operador parabolico. Sea
C = K1 K5K5 entonces
‘ WNo<ce HL1 [un }H : i=1,2 (2)
1+8 o0
Pero,
o], = )] < imro
con
My = [Jws | (am™ + ar [lw | + 7l[wall )
Luego de (2)
‘UI?(;) SCMl! Z:1>2 (3>
1+8

De (3) y el hecho que i: C'*7(Q x R)—C**(Q x R) es la inclusidn, la cual

es compacta, se sigue que la sucesion {i(u;”)}:{u;”} tiene una

s .’ 1 .
subsucesion que denotamos también {uﬁl)}convergente a una cierta

funciéon w en la norma de C'**(Q x R) luego también en la norma de
Co (2 x R).
Analogamente {i(uﬁf))}:{ufﬁ)} va a poseer una subsucesién que

denotamos también {ug )} convergente a una cierta funciéon zen la norma

de C'*(Q x R), luego también en la de C*(Q x R).

_ ax[T 4]
ug)—ﬂ *" 0 cuando n — oo @

lim u? _ 5

n—odo

:0@‘

[0}
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Qx [%,r]

O _z — 0 cuando n — x

’ _ 1 —
m Un u Un u

n—~oo « o

para algin r > Z. Sea ¢ una funcién suave tal que

o(5) =0y o(t)=1 para t>T
Sean>m 1, puesto que

qb(w(f) —U%)> =0en 00 x [%,oo) y 09 x {%}7 i=1,2
para cualquier r > %, entonces existe una constante K, independiente de

m yn tal que

:0<:>‘

Joul? - )5 < (o - )
< KSKG‘ ul) — uly [l
Puesto que a
HLl <¢(u53) - uﬁ,?)) [zl - ‘ & (uﬁf) _ u%)) Ox[5.7]
o . K5‘ u,(f) - u%) ﬁxa[g,r]
Asisi r>T se tiene - “ -
ol st < o (wt? =) < assful? - a2 =

Entonces {uﬁf)} y {u,(f)} son sucesiones de Cauchy en C?**(Q x [0,7]) por

el teorema de extensién de Tietze se tiene que también son sucesiones
de Cauchy en C?**(Q2 x R), como éste es un espacio de Banach existen
U,u € C*(Q x R) tales que

(1 (2

fim [|u! —aH —0,  lim|[«? —5“ —0 (5)
n—00 2+« n—00 24«
Por lo tanto de (4), (5) y la construccion de vV (z,t) y u®(z,t) en (1) se

tiene
u(z,t) =z, t) =z, t) , u@(z,t)=0(x,t) =7z, t) € C*(Q x R)
y de (1) al tomar limite cuando n — oo se obtiene que

L[] + ru = u[m*a — ayu] + yu en O xRN
L[ﬁ] +rﬁ:ﬁ[m*a—a1@] +ru en QxR
A‘ =0, ﬁ‘ =

INxN IOXN

De esto se tiene que : iy 7 son soluciones de (VIII)y de (I), (II), (II),
y (IV) se tiene que
w; < U < wo, wy < < wy, u<

Lo cual implica que en total 4,7 cumplen
w <a<u<w, en QxR

b. Seleccionemos un namero 3 > 0, suficientemente pequeno tal que
A+ Baypr < a(x,t)m* en QxR

y denotemos por ul") = Gyp.

Tenemos

)]

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com




Dario Sanchez H Ensayo de una solucidén de un problema de E.D 26

MBe1 + a1t < am* By < A\ PBor < am* B — ar fFo}
0 sea que
Au <y (am* — alu(l))
Esta desigualdad implica que
L[u(l)} =\ fp; < u® (am* - alu(l)) en QxR
entonces u") es una subsolucién para (VIII).
Tomemos un numero k > 0 suficientemente grande, tal que
am* —a k<0 en QxR, E>uM en Qx0,7T]
y denotemos u® =k, asi
Lkl =Lu®] = —ck  0>u@[am* —au@] en QxR
Por lo tanto «® es una supersolucién de (VIII).

c. Sean 6, 9 las soluciones de (VIII)dadas por la parte a.ahora para u'",
u? de la parte b. se tendrd

u) < < 0 <u® en QxR
Sea ahora z, cualquier solucién de (VIII) tal que z € C>*(QxRN)y 2> 0

en O x R. Sea u” constante positiva tal que u{” >u® y P > ||z||. en

Q x ®; por ejemplo " = sup {u?,||z] .}
Q% [0, 7]
L[u(()z)} = —cu((JQ) 0 pues ¢<0
Ahora
f((x,t),u62)> = uéQ) (m*a — alu(()2)> < u(()2) (m*a —au?) <0< L[uéz)}
Luego

- L[u((f)} + f((x,t),u62)> <0 enOQxRN

u?

entonces u((f) es una supersolucion de (VIII).

Sea ahora s >0, tal que s+m*a—a;z>0en QxR
Entonces
Liz] + sz = z(am* —a12) + sz = z(s + m*a —a12) > 0
Es conocido, del lema 2 del teorema A; que se demuestra en el apéndice
y del hecho de que 99 x Res de clase C***, que 2 <0en 90 xR y se

o7

>0 0

‘GQX%

puede mostrar que existe §; > 0tal que
z— 61901 >0
incluso podemos seleccionar §; < 3. Asi se define uél) = 611, €Nntonces en
Q x R se tiene
1 " "
L[u(()l)} =6Aip1 = u(() ))\1 < u(()l)(m a—afBpr) < u(()l)(m a— ayp161)

= u(()l) (m*a - a1u61)> y uél) ‘E)Qx?R =0<0

Luego u(()l) es subsolucion de (VIII) y se tiene

WV <zen QxR WV <u®) en QxR ulV .
X
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En resumen se tiene

u(()l) <z< u(()2) en QxR (6)

uV <u <B<h<u® <l en QxR (7)
Como u(()l) y qu> son respectivamente subsolucion y supersolucionde
(VIII) vy u(()l) < u(()Q) en Q xR, entonces por la parte a. existen

2,2e€ C?(Q x R) soluciones de (VIII) tales que

u) <z <3 <ul? en QxR (8)
Ademas por (6) y (7) y la parte (a)
2<z<% en QxR (9)
2<0<0<z en QxR (10)
y 2, 2 cumplen
LZ)==2 en QxR
‘ = O7 %‘ =
OXR OOxR
donde P=m*a—a;2 Yy Q=m"a— a2
Como —a;Z —a;2 en O xR, entonces P<Q en Qx R, luego por el

teorema de comparacién del apéndice, y como 2,Z >0 no cambian de
signo, entonces P =Qen Q x R, luego 2 =% en Q xR, de esto y de 9)
y (10) se tiene que
z=0=0 en QOx®R.
Esta Unica solucidén positiva en Q x ® de (VIII) con zc€ C***(Qx R) la
denotaremos con #, es la solucién deseada y la demostracién del lema
queda completa.
O
LEMA 3. Sea 6 la solucién obtenida por el problema (VIII) del lema 2.
entonces el sistema
Llu] = u(m*a — aju — agv) en Q xR
(IX) L[v] = v(m*a — bjv — byu) en QxR

Y

u’ =0 v
IR xR
tiene al menos una solucion (u,v) con wu,v positivas en QxR vy

u,v € C*(Q x R).
DEMOSTRACION: Sean u = a6, v = 860 con «y, 3; por determinar y tales que
(u,v) sea solucion de prueba de (7X). Entonces en Q x R
{ a1 L[0] = af(m*a — a1a160 — as310)
ﬁlL[H] = ﬁe(m*a — b1619 - b2a10)
Por hipétesis
L[0] = 0(am* — a10) en Q xR
{0
xR
= (0, tenemos el sistema

QxR

Como u,v
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ay(B(am* — a10)) = apf(m*a — aj0q0 — as510)
Br(0(am* — a10)) = B10(m*a — b1 410 — by, 0)
Luegosi a1 #0,6,#0y 6>0 en Q xR, se tiene
a; = a1 + axf
a; = byay + 015
de donde se obtiene

2
— wb-a0 _ amaib
Ql - albl—(lgbz’ /81 - a1b1—a2b2

Ahora es claro que (a0, 3,0) satisface (IX) ya que o0, 3,0 € C?*(Q x R).
Ademas de la hipotesis general (2) tenemos a; > by y b; > ay de donde

a1by — agby > 0, a% —a1by >0
teniéndose que a; > 0,5, >0y a0 >0, 5,0 >0en Q x R, esto demuestra
el lema.
O

Tomemos ahora 7y > 0 tal que, usando las hipdtesis generales (1) y (2)
1— 2 >4 > 7, entonces a — \; > ay > ar

Sea ahora @ = a — av,, entonces a > )\

Sea ¢, > 0, tal que ¢; < &2, tomemos ahora

ay

N = Emaa gy B={uecCYQxR)/u 0 en QxR}

a2
Para cada v € Bse define la siguiente truncacion
t) si t) <
O'*U(x,t> _ v<x7 ) _ U(xa ) >
v Si v(z,t) >~
LEMA 4. Para cada v € B, existe una unica funcién
u=u(v) € BNC**(Q x N)

tal que

Llu] = ula — aju — ayo*(v)] en QxR
(X)

u‘ =0
IUXR
conu >0en QxR.
DEMOSTRACION: Como en el lema 2. se prueban las siguientes tres etapas
Primera etapa: Si w; es una subsolucion y wy, una supersolucion de (X) y
w <w, en QxR existen u) u? cCHQxR) tales que
w, < uM <ul® <w, en Q x Ny para cualquier z € C**(Q x N), solucidon de
(X) tal que w; < z < wy en Q x R, entonces v <z <u® en Q x R,
Segunda etapa: Existen Y, Y(? que son respectivamente subsolucién y
supersolucion de (X) y son positivas en  x R.
Tercera etapa: Existe una unica solucion de (X), positiva en QxR y
perteneciente a BN C*(Q x R).
Veamoslo, sea v € B, entonces
(i) Sean w; una subsolucién y wy una supersolucion de (X) con w; < wsen
Q x R, entonces
Lw) < wi[a — aqw; —ago*(v)] en QxR
{ w; <0 en 92 xRN
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Llws]  wila — ajwy — ago*(v)] en QxR
wy 0 en 9N xRN

Sea g(u) =uf[a — aju — ayo*(v)] y tomese r > 0 tal que h(u) = g(u) + ru sea

estrictamente creciente en el intervalo |_inf w;, supw|, de aqui en

QxR QxRN
adelante se sigue exactamente el mismo modelo de prueba de (a) dada

en el lema 2.
(17) Seleccionamos un g > 0, suficientemente pequefio tal que
AL+ CL16<,01 <a-— CLQO'*(/U) en QxR
Mds exactamente 3 puede tomarse de tal manera que 0 < 3 < ¢ donde
=My denotémoslo con YU = By,. Tenemos

BA1p1 + Bp3a; < afpr — azo™ (v)Bey
BApr < afer — as(Bpr1)? — azo™ (v) B

€1 =

0 sea
MY <YW(@—a; YD — ay0* (v))
entonces Y1 es una subsolucion para (X).
Tomemos un numero k > 0 suficientemente grande tal que
a—ak—ayo*(v) <0 en OQxRN, k>YWen QxRN

(por ejemplok  sup Y(z,t) | y denotemos con Y® =k,
Qx[0,T]
Asi
Lkl=L[Y®] = —ck 0>Y®[a—ak—ayo*(v))] en QxR
Por lo tanto Y® es una supersolucion de (X).
(iii) Sean w, @ € C***(Q x R) solucién de (X), dadas por (i), para Y1), Y2
de (ii) se tendra
YW <u<mw <Y® en QxR
Sea ahora z cualquier otra solucion de (X)tal que z € C***(QxR) y 2> 0
en Q x R. Sea «? una constante positiva tal que

w>Y® y ul” > |z en QxR

por ejemplo v’ > sup {Y® |lz[|} , se tiene entonces que

Q% [0, ]
L[u(()Q)] = —cug 0 pues ¢ <0
Ahora
f((m,t),u82)> = u(()Q) (6 - alu(()z) — ayo” (’U)) < u(()Q) (@—a; YW —ayo*(v)) <0 < Lud]
Luego

—L{ug)] + f((z,t),ud) <0 en QxR

(2)

Uy 0

‘8&2><8%
2 . s
entonces ué) es una supersolucion de (X).
Sea ahora s >0, tal que s>0y s+a—ajz—ayz—ayo™(v) >0 en Q xR,
entonces
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Liz| 4+ sz =z2(@ — a1z — a0 (v)) + sz = z(s + @ — a1z — apo*(v)) > 0.
Como 99 x Rtiene la propiedad de la esfera interior tangente, dado que
00 x $ es de clase C?**, entonces 6877’; <0 en 002 xRN entonces existe
ﬁ—)\l—azU*(U)

5 >0demanera que 0<é <
5 < tal que

incluso podemos seleccionar

z — 011 > 0.
Asi tomando ugl) = 611, €ntonces en 9 x N se tiene
L[uél)} =6\ = uél))\l < u(()l)(ﬁ — a1 B¢ — aso™(v))

< U(()l) (a . a1S0161 — ayo? (U)) _ u(()l) (a N aluél) — ay0™* (’U))

y ul

Luego u(()

‘ =0<0.
IOxN

Y es subsolucién de (X) y se tiene

WW>zen xR, ul) <ul en ngﬁ;ugn‘ =90
INx RN
En resumen se tiene
u(()l) Szgu(()z) en QxRN (1)
W <uW <u<T <u® <ol enQx R (2)

Como uél) y u(()z) son respectivamente subsolucion y supersolucion de (X)

y ugl)guff) en O xR, entonces por la primera etapa existe

2122 € 0%+ (Q x R) soluciones de (X) tales que

WV <20 <@ <o en QxR (3)
Ademas por (1),(2) y la parte uno de esta demostraciéon

<2< en QxR (4)

A <u<m <2 en QxR (5)
y 2z, 22 cumplen

LW =20Q en QxR

LzP] =P en QxR

z(n‘ =0, 2@ =0

O xRN 00X R

donde P =a—a;2? —ayo*(v) y Q=a—a 2V —ayo*(v) como

—a12Y az®en  QxR, P<Q en Q xR, luego por el teorema de

comparacion y como M, 2() > 0no cambian de signo entonces P = Qen

Q x R, por lo tanto z(V) = 2(2) en Q x R de esto, (4) y de (5) se tiene que
z=u=1u en QxR

Esta Gnica solucion positiva en QxR de (X) con ze€C?**(QxR) la

denotamos wu(v) y es la solucion deseada, quedando completa la

demostracion del lema.

O

§2. CONVERGENCIA MONOTONA PARA ECUACIONES DE TIPO
PARABOLICO.
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Aplicando directamente el lema 4. y resultados basicos en un articulo de
L.Ortega sobre soluciones peridodicas del problema de Dirichlet para
ecuaciones parabolicas (ver [18]) presentamos los lemas siguientes

LEMA 5. Si vi,v0 € B y u(v1),u(vy) estan dadas por el lema 4 y v <,
entonces wu(vy) u(ve).
DEMOSTRACION: Si v, €B y v <wvy es facil ver que o*(vy) < o*(v2).
Establezcamos ahora las siguientes notaciones

Ll[u] = L[U] + rsu

hi[u] =ul @ — a; — ago™(v1)] + r3u

holu] = ul @ — a1 — ago™(v2)] + ru, rz >0
donde h; y hy, son elegidos de manera que sean estrictamente crecientes
en el intervalo | inf YV sup Y?|siendo YV, Y® como en la segunda

QxR Ox R
etapa de la demostracion del lema 4.
Por la unicidad de wu(vs), u(v;) >0 en QxR y por el lema 4 podemos
construir sucesiones {s,}>° y {g,}°>2, de funciones en C*™(Q x R).
Antes de seguir es conveniente revisar el resultado basico que se
encuentra en numeral 46 p.17.
Segun este resultado s, ¢, son soluciones de
Li[s1] = m [Y?], Liq] = ho[Y?] en QxR

s =0 ‘ =0
1‘852x§)‘£ T s0xm

Siguiendo por recurrencia y usando el método de iteracién s, Yy ¢,+1 son
las soluciones de los problemas

Ll [sn-i—l] = hl[sn]a Ll[qn-i-l] = h? [Qn] en QxRN

= 0 1‘ = 0
DOXR I+t o0 5

Dado que o*(v1) < o*(vy), se tiene que
Li[si —q] = Y®[a@ — a; — ayo* (v1)] +r3Y® — YOG — a; — ago*(vs)] — r3Y?
= YO[ayo* (v3) —aso*(v,)] 0 en QxR
Por el teorema del maximo para operadores de tipo parabodlico se sigue
que s; ¢, en Qx R. Supongamos ahora que s, ¢, entonces
Li(sk1 — @rr1) = ha(sg) — har)  ha(qr) — ha(qr)
la dltima desigualdad se sigue porque h; es estrictamente creciente en
inf YOO sup Y|y YU < g < 5, <Y,
QxR QxR
Pero  hi(qi) — ha(qr) = azfo™(v2) —o*(v,)] 0 ya que se sabe que
o*(v)) < o*(v3), luego Li(sp1 —qre1) 0 en QxR de donde por el
teorema del maximo para operadores de tipo parabdlico s,.; g..1en
Q x R ademas estas dos sucesiones convergen respectivamente a u(v;) y
a u(vy) por lo tanto

lim [|s, — u(v1)llo = 0, ¥, lim [, — u(vz)]| = 0
n—00 n—00

Sn-&—l‘
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de donde por el teorema de la convergencia mondtona (puntual) se tiene
lo deseado u(vy)  u(vg).

O

LEMA 6. Existe una Unica solucion en C?***(Q x ) del problema

Llu] = u[a —aju] en QxR
(XT) u‘ =0
AOxR ) ) .
la cual es positiva en Q x R (esta solucidon sera notada en lo que sigue
por u)
DEMOSTRACION: Es un corolario del lema 4. ya que 0 € By o*(v) = 0, cuando
v=0en Q x K.

O
Recordemos ahora que una funcién definida en Q x [0,7] y con valores en
R, es Holder continua en Q x [0,7] con exponente «, 0 <a <1 sila
cantidad ‘ |
f(@1t1) —f(z2,t2)
Ha(f) _(:L‘l,tl), (2, 1) Séugx [0,7] [l —aa ]+ [t1—ta]] "
(1‘17t15£ (22,19)

es finita. En el espacio C*(Q2 x [0,7]) de las funciones  Holder continuas
con exponente «, esta dotado de la norma

ullq = [lullo + Ha(u).
Veamos ahora el siguiente lema:
LEMA 7. lim  [Ju(v) — upllyy, =0

0]l540—0
DEMOSTRACION: Dado que

N N

[ollp40 = llvll, + Zl\!Di(v)\!@ +,ZlHDi,j(v>Ha + [[Di(v)]]o

1= 1,)=
y como ||, — 0, entonces |||, — 0, por lo tanto [v||, — 0. Sea
entonces ¢ > 0 y tomando ¢, de tal manera que 0 < ¢y < min{~, ¢} se tiene
|lv]l, < € poOr construccion o*(v) =v en Q x R, luego |o*(v)| ., = |[v|l, pPOr
lo tanto

lim |o*(v)|, = 0.

oo
l[ollo—0

Tomemos ahora una sucesion {v,} ~ en B al que lim |jv,||, =0 también
n—oo

se tiene
[0 (vn) = 0" (Vi) || < 3 (1)
Sea ahora e > 0tal que e < min{e,7y} existe N, >0 tal que si n> N,
|onlla < ¢ < § en particular si n Ny, [jvp| o <3 <7 Yy asi o (vy) = vp.
Si tomamos N3 = max{N;, N>} y para n,m > N3 entonces
HU*(U7L> - U*(Um)na = HU*(Un) - U*(Um)Hoo + Hy(0%(v,) — 0 (Um))
< HO-*</UTL)||OC + HG*(’Um)HOO + (v, — vm”a < % + Hv’ﬂHoo + vaHoo < €.
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Luego {o*(v,)} es una sucesion de Cauchy en C*(QxR), el cual es
completo por lo tanto existe p€ C*(Q x R)tal que lim |o*(v,) — pll, =0,

por consiguiente lim |o*(v,) — p| = 0.
n—oo

Pero como lim |jo*(v) 0, entonces lim|o*(v,)||, =0. Dado que

e n—oo

lonll, — 0 entonces se sigue que =0y asi

Tim [l (v}, =0 si- floull, =0 (2)
Pero por el lema 6, w(0) = uy, por consiguiente siv € B

lu(v)ll < luolle  en QxR
Consideremos nuevamente cualquier sucesion {v,} en B tal que
n%c”vnu& =0 y sea {v,} una subsucesién cualquiera de {v,}. Sea

O<a<f<l-— % como para todo £ se tiene

[w(vn,) = wollys 5 < ClIIL[w(vn,) ] — Lluo]l (3)
entonces existe C; > 0 tal que para todo &
[u(vn,) — wolly 5 < G (4)

Por (4) y como C*(QIx R) S C+e(Q x R) es completamente continua
entonces {u(v,,)} tiene una subsucesion que también denotamos {u(v,,)}
convergente a una funcion w € C*(Q2 x R) y si notamos

wi = u(vy,, ), €ntonces k&rgoy|wk —wl, =0. (5)
Es claro que existe una constante K, > 0 tal que paratodo k=1,2,3,...
[onlloe < llonll, < K (6)
Considerando la funcion constante K, € B, entonces por el lema 5 se
tiene que
paratodo k=1,2,3,..., w, u(ks) >0 en QxR (7)
De (5) y (7) se sigue que
w>0 en QxR (8)
Ademas, como para todo k =1,2,3,..., wk‘am% = (0 entonces
w‘@Qx?R =0 (9)

De (5) y (2) es sencillo ver que {w;} es una sucesion de Cauchy en
C***(QxR), luego al ser éste un espacio de Banach, existe
wH € C**(Q x R) tal que

Jim s = w0, =0 (19)
De (5) y (10) se sigue que
w e C*(Q x R) (11)
Como para todo k=1,2,3,... w; satisface la siguiente ecuacién
L{wy] = wi(@ — aqwy, — ago*(vy,,)) en QxR (12)
tomando limite cuando k& — oo, se tiene
w = en QxR (13)
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De (5)y (13), hemos probado que si {v,}es una sucesion en B tal que
lim ||v,||, =0, cualquier subsucesion {u(v,)} de {u(v,)}tiene a su vez

cierta subsucesion también denotada {u(v, )}que converge a u, en la
norma de C?**(Q2 x ®). Por lo tanto
nlggo\|u(er) - u0H2+a =0
O
LEMA 8. Existe A\(?) valor propio principal del problema
{L[u] = Ab(x,t) — boug(z,t)]u(z,t) en QxR

u‘ =0, u>0en QxR
IOXR

tal que 0 < A® < 1; A® es simple y su funcién propia correspondiente es
Unica salvo por la norma.
DEMOSTRACION: Sabemos que u,(z,t) es la solucion de la ecuacion
Llu] = u(@ — aju), por los lemas 4. y 6. se sigue que u, es una funcion
constante, por lo tanto tenemos

L[U()] = — CU() = Uo(a - al’U())
por lo tanto

Uy = ailc
Por  brevedad denotaremos b=b—byu, para todo (z,t)c QxR vy
definimos el siguiente operador

A O x R)—C(Q x R) (1)
mediante A(v) =j(bv) en Q xR, donde j=iyo (L)', ademds i, es la
inclusion candnica de C**(Q x R) en C*(QAxRN)y

(L)™' : C(Q x R)—C?H(Q x R).
Como es sabido j es completamente continua. Ahora

L{u] = A — bytgJu = A[b — by €] = A [ ab=bizhC oy by,

S

asi
6 — b _ bQ'U,O _ a1b—aby—byC + U«bZ'YO — b(2) + m
Por la hipotesis general (2) se tiene que b > 0, en esta forma
A(B) C B B (2)
Definimos ahora un segundo operador para v € C?™(Q2 x ) por
Ay (v) :j(ﬁ ) en QxR (3)

teniéndose que
A :B—B y A, es completamente continua (4)
Como A(pg) j(0Pgy) =@ y —¢ ¢B por un teorema del andlisis

espectral tenemos la existencia de un vector propio v; € By uy; > Otal que

Av) = povr Y o > %) (5)
De aqui

L[’Ul] = )\(2)51)1 en QxR (6)
donde

A =Ly 0<A <y (7)

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com




Dario Sanchez H Ensayo de una solucidén de un problema de E.D 35

Analogamente se prueba que existen v, € B y pu3 >0 tales que
(2)
Ay (v2) = psve Y 3 I\Ell)lxh (8)

De 8)y (3) _
Llvg) = \Wbv, en QxR

de donde

)\(1) - 1 y 0< )\(1) < b)(‘) (9)
Tomando P(z,t) = A?b y Q(x,t) = A\Ub para todo (z,t) € 2 x R tenemos
de (6) y (9) que

L[Ul] =unP en QxR (10)
L["UQ] = 'UQQ en QxR (11)
Como ademas por (1) y (3) A(w) . 0, Ave) . 0 entonces

v =0 v‘ =0, también v;,v, € B al ser vectores propios
1’89X§R Yy 2| s , 1, V2 Yy prop

v FO0 Yy vw#0y Llv] 0, Llv,] 0en QxR entonces por el teorema
del maximov; >0en Q xRNy v, >0en QxR

(i) Si  A® <A1 entonces P<Q en Qx R, luego por el teorema de
comparaciéon P =Qen Q xR, asi A® =0

(43) Si A® > XU entonces P Q en Q x R, por el teorema de comparacion
P=@Q yasi \® =)1 o cual es contradictorio (—«)

Luego en total se debe tener que

A®) — A\ (12)
Por (9) y escogiendo ||5H suficientemente grande tal que
AL
e < min{1, 3} (13)
Entonces
0< M\ <1 (14)

Es claro que B es un cono reproductor, asi que si z € B— {0} entonces
A(z) >0en QxR vy A(z)’(%2 , =0, como también A(z) € C?**(Q x R)

tenemos la existencia de p;, p, > 0 tales que

p1v1 > A(z) > povy en QxR (15)
De (15) se sigue que A es un operador wv;-positivo, entonces como
ademas por (5)y (6), A?) es simple y su funcidn propia asociada, en B es
Unica salvo la norma. Esto termina la prueba del lema 8.
O

§3. METODO DE BIFURCACION GLOBAL PARA LAS SOLUCIONES.

Dedicamos este paragrafo a presentar la teoria de bifurcacién
encaminada a la solucion final del problema (I).
DEFINICION: Para cada v € B consideremos el problema
L[v] = v[b — bjv — bau(v)] en QxR
donde u(v) es tal que L{u(v)][a — aju(v) — ayo™(v)].
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Definimos ahora la siguiente truncacion
b—boug Si U(l‘,t) > bf;)lguq

o™ (v)(x, 1) = { 5

v(x,t) si v(x,t) < %f““
Tenemos ahora
L[v] = v[b — byo** (v) — byu(v)]
= U[b — bQU() — bla** (’U) + bz (U() — u(v))]
Sea como en el lema 8. A(v) = j(bv) donde
j:iOO(L)il Yy Ezb—bguO.
Consideremos un nuevo operador dado por

G(v) = jl — bio™ (v)v + ba(ug — u(v))v] (1)

Definamos ahora

G1(A\v) = AG(v) , A € [0,00) (2)
y asi

Fo(A\,v) = A (0) + G1 (A, 0) 3)
LEMA 9.(A\?),0) es un punto de bifurcacion global por solucidn positiva del
problema

v=Fy(\,v)

DEMOSTRACION: La ecuacion v = Fy()\,v) es equivalente a la ecuacién

Lv] = M[b — byo™* (v) + by (ug — u(v))]
Como se vio en la prueba del lema 8, A es un operador completamente
continuo, positivo (esto es A(B) C B) y lineal.

Ahora como
llb2v(uo—u(v))[l51 4 < 32 ||uo—u(v) |y 1V ll5 10
[R[PY.

[0ll244

y por el lema 7, ‘ H1im 1o — u(v)||oy, = 0, €ntonces
v 2+(v4)0
[1b2v(uo—u(v)) |5, —0 (4)
gm0 1Vt

Ademas, sive By |v|,., — 0, es claro que | c**(v)||,,, — 0, luego como
”—b]o'**(z))UHQJra < 3b1 ||0.** (,U)

l[ll2q la

entonces
||—blU**(v)UH2+a =0 (5)
[0ll340—0 vllsq
Por el teorema de Schauder para ecuaciones diferenciales parciales de
tipo parabolico existe K, >0 tal que

MGy KoMILG@DI, _ KolAll=bio™ (v)o=ba(uo=u(v))v],
[ollra = oll540 o [0ll540
[=bio™ ()vlly [[b2v(uo—u(v))ll,
< Kol (e + el
Luego aplicando (4) y (5) tenemos que
lim ”)‘G(U)H‘Ha =0 (6)

folprg—0  Wl2te

De (6) tenemos por lo tanto que
Gi1(A\w)= o(||v]ly4.) cuando [|v]|,,,—0, uniformemente en A (7)
respecto a subconjuntos compactos de [0,00)
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De la definicion de o**(v) se sigue que
lo™(v) = o™ (v0)ll o < llv =0l (8)
Sea ahora {v,} una sucesion en C*™(Q x R) tal que

nh_I}oloHUn - U||2+a =0 9)

Sea wy =wv, para k=1,2,3,... con {v, }cualquier subsucesion de {v,}.
Para cada n se tiene

L{u(v,)] = u(v,)(@ — aqu(v,) —aso*(v,)) en QxR
Sea0<a<ﬁ<1—% para todo k € Z* se tiene:

[u(ws) (@ = aru(wr) = az0™ (wp)) | < (@+ arfluollo + axy)luoll = K.
Sabemos que existe ¢ > 0 tal que k € Z*

[w(wi)ll4p < ellL(u(wi))llo = ellu(wi) (@ — aru(wy) — azo™ (wi)) |l
Asi

[u(wg)l;45 < cK1o
Luego la sucesion {u(wy)} es acotada en C'*#(Q x R) y aplicando el hecho
de que la inclusion candnica
C'HP(Q x R) SCH(Q x R)

es completamente continua, entonces la sucesion {u(wy)}contiene una
subsucesién que denotaremos también {u(w;)} la cual converge en
CHo(Q x R), asi existe p € C1H(Q x R) que satisface

lim [lu(wg) = ¢l = 0 (10)

Pero (10) implica que para todo &
u(wy) = (L)_1 [u(wp){a — aqu(wy) — aso™(wi)} en QxR (11)
u(wkﬂ =0 (12

ONXR
Entonces si T:C°(QxR)—C'+*(QxR) es la extensién de (L) a
C'(Q x R), de (11) y (12)se obtiene
u(wg) = Tu(wg ){a — ayu(wy) — aso™(wy)}] en Q2 x R.
Luego por la continuidad del operador T, obtenemos al tomar limite
cuando k — oo en C'*(Q2 x R), que
o =Tlp{a —arp —ayo*(v)}jen QxR

(p =

OOxR -

y como ¢la—ajp —ao*(v)] € C(2 x R), obtenemos de lo anterior que
p € C* (O xR)

{L[cp] = pla — a1 — ayo*(v)] en QxR }

|
oOQxR o
Como es claro existe Kg > 0tal que para todo k, w, < Kg en QxR,

entonces por el lema 5 del §2, para todo (z,t) € @ x R

(13)

wwy)(z,t)  u(Ks)(z,t) > 0 (14)
luego ¢ > 0en Q x R. De (13), (14) y el lema 4, necesariamente
@ = u(v) (15)

Se sigue de (10) y (15), en particular que
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lim [luuwy) — (o), =0
Por un resultado del analisis (a saber; si {z,}es una sucesién en un espacio
métrico (E,d) y existe @ € E tal que toda subsucesion {z,, }de {z,} posee a su vez

una subsucesién {a:nk} convergente a @, entonces {x,} converge a @)y COMO
J

Wp =V, Y {v,.,} es -cualquier subsucesién de {v,}, entonces
lim |[u(v,) — u(v)|,, =0, por lo tanto
n—oo
i Jus) () =0 (16)
s—v 24a "

De (8) tenemos que existe ¢ > 0 tal que si |v— vy, — 0,
150 (vo™(v) = voo™ vo)llg 10 < cllva™ (v) = voo™ (v0)ll

= cl|(v — 1)o™* (1) + vp(0" (1) — 0 (w0)) 1
b—byuy
< o bl o]l ) flo = vl

Luego
lim ||jo (vo™ (v) = v (v0))[l54q =0 (17)

lv—voll54q—0
También tenemos
170 (vu(v) = uvo)vo)llatq < cffvu(v) — vou(vo)|l
= cflo(u(v) — u(vo)) + u(ve)(v — vo) |l
< c(lvll o llu(v) = ulvo)ll o + lluvo)ll llv — voll)
Por (16) se tiene
lim  |[jo (vu(v) — vou(w))[lase =0 (18)

HU_UOH‘ZJra_)O
Ademas
|0 (= vup +vouo)lloya < clluollollv — ol
Asi tenemos
lim |50 (—wvug + uovo)lly,, =0 (19)

[o=2oll240—0

De (17), (18) y (19) obtenemos

HU*UP&HOIIG(U) — G(v)]lg40 =0 (20)
ya que
[AG (v) = NG (v0)llagq = [(A = X)G(v) + N(G(v) = G(Vo))ll21a
< A= NIGW)]lg4q + NG () = G(v0)lls44 (21)
y

I\ 0) = (X, w0) | = max{|A = X[, [[o = vl o} — 0 B
(21) prueba que G, es continua considerada de [0,00) x B en C**(Q x R).
Sea ahora {v,} acotada en B y {)\,} una sucesiébn acotada en
[0,00) entonces existe Ky > 0 tal que para todo n
MKy e, Ko (22)
Considerando posibles casos se puede demostrar que para todo n
{ o™ (Un)ll 340 < K19

_ 23
donde fyy = L=l 4 (23)
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es facil ver también que para todo n
{ |w(vn) — u0||2+a < Ky }
con Ky = c(2allug |l + 2al|ull, + azvlluoll,)
De (23)y (24), tenemos que para todo n
| = b1, 0™ (vy) + ba(ug — u(vn))[|ore < Kio
{Con K12 :3blK9K10+3b2K11K9 }
De (21) y (25), la definicién de G, el hecho de que j=iyo (L)' es
completamente continua y como para todo n
[Anlll = b1on0™ (vy) + ba(uo — U(Un))vn||2+a < K9gKpp
entonces la sucesion {G;()\,,v,)} tiene una subsucesidn convergente en
C*(Q x R) lo que acaba la prueba de que
{ G1 :[0,00) x B—C?*(Q x R) }
es completamente continua
Ademas es claro que el unico punto fijo de B en G4(0, -) es
v=0. (27)
También tenemos que si (A, v) € (0,00) x B como
L{Fy(A\,v)] = A[bv — byo™* (v) + ba(ug — u(v))]
= Av[b — bjo**(v) — bou(v)] Oen QxR
esto ultimo se tiene dado que 0 < v y por el lema 5, uy = u(0) > u(v) asi
up —u(v) >0 y también <F°<)"v))‘agnge = (0 entonces por el principio del

(24)

(25)

(26)

maximo para ecuaciones diferenciales parciales del tipo parabdlico
Fo(\v) €B  si (A, v) € [0,00) x B.
De la definicién del operador A en el lema 8,se sigue la existencia de
v €B— {0}y A? €(0,1) tales que
A(Ul) = ﬁvl

entonces

(>\(2>)_1 es valor propio del operador A . (28)
Ademas del lema 8.

(A@) ™" es simple (29)
de aquiy de (7), (26),(27) y (28), obtenemos lo deseado en el lema 9.

O

§4. SOLUCION DEL PROBLEMA (1)

Dedicamos este paragrafo a la demostracién del teorema principal y que
constituye el problema objetivo del presente ensayo.

TEOREMA: Existen u,v € C?**(Q x R), con (z,t) en Q x R, tales que (u,v) es
solucion del problema (7)

DEMOSTRACION: Por el lema 1del §1, es suficiente probar que existen
funciones u,u,v,7 € C*(Q x R) tales que satisfacen el problema (V1) y que
u,v>0en QxR
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Seau = a0 yv= (0 dadas por el lema 3 del §1. Ahora, por el lema 9 del
§3, existe {0,} -, sucesion en [0,00) y {v,},—, en B, tales que para todo

n, v, # 0

lim o, —A¥| =0 vy lim ||v,, — 0|5, =0 (1)
ademds para todo n, v, = Fy(c,,v,) 0 sea para todo n,v, € C>**(Q x R), y
para todo n

L[v,] = 0,v,(b — bio™ (v,) — bau(v,)) en Q x R (2)

Por (1) y dado que 0< X? <1 podemos escoger 5, suficientemente
grande, tal que 0 < o, <1y vy, (x,t) < 552 para todo (z,t) € 2 x R, asi

Livy,] = 0y, (b — bivy, — bou(vy,)) en Q x R
(3)
OOxN

Pero como b — byv,, — bau(v,,) 0en Qx R, pues dado que byv,, < b— by
entonces b — byug —byv,, 0 'y por el lema 5. como 0< v, e€entonces
u(0) = up > u(vy,) asi ug — u(v,) >0, por otra parte

b — bivy, — bau(vy,) = b — baug — brvy, + ba(ug — u(vy,)) 0
También o, v, 0en QxR ademds 5e ' (QxR) y 7% <0en xR

(ya que L[v] = B1L[0] = B(m*a—a10) <0 en 9 xRN y —@m SJFEEOy —v<0

en Q x R; luego se puede aplicar el teorema A;, que mostraremos en el
apéndice y como v,, € C/(Q x ®) (en realidad v, € """ (Q x ) se puede
demostrar que existe ¢, >0 tal que si |[w—uv,l, <e y weCHQxR),
entonces w >0en Q xRN. Supongamos también ahora que 17, es
suficientemente grande de manera que ||v,| < €. (esto se puede hacer, ya
que para todo n

[onll1 40 < llLon]ll < clonlllvnllo (04 brl[onllo + b2lluvn)ll)
y como |v,|,, — 0 (cuando n — o0) ya que |jv,||,,., — 0(cuando n — o) y
también ||u(v)|,,— llu(0)|l, = lluoll,. pOrlos lemas 6y 7 de §2.)

— 00

Por lo tanto, como v —v,, € C*' (2 x R) y

'U770

1@ = vng) =l = [ = vy ll; < e
entonces

v—v, >0 0sea v>uv, en xR (4)
Definamos ahora v=wv,, y u=u(v,)=u(v). Por (3) tenemos que, como
0<oy,<1

L[Q] = L[Unu] = Uﬂ(lvnl)(b - blvﬁ[] - bQU(Ufl(J)) < UT]()(b - blvﬂo - bQu(an))
= v(b — b1y — bau(v))
Por lo tanto
Llv] < v(b—biv — byu)
y‘ =0 (5)
IOAXR
Como también v=v, € B— {0}, se tiene de (3) y por el principio del
maximo que:
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v>0 en QxR (6)
También por el lema 4.
u=u(v)>0en QxR (7)
y por (4) B
W en QxR (8)

Veamos ahora que u <, aplicando el lema 4., tenemos
Llu] =u(m*a — a;u — asv) w(2a — a1u — asv) = u(a — a1u + a — as?)
Pero, como ay (3,0 < a2ﬁ1ma—ja, tenemos

a— aU=a— a0 a—%m*a:a—%%“
=a— —Z;’é?:}fzz m*a=a—T1a=a(l—r7)

Pero
1-%>7>0 entonces 1—7> 2 >0

Luego

a—av>0 en QxR
Por lo tanto L[u] u(a—a;u) en QxR y también u éREO’ asi uw es

) x

supersolucion del problema (XI) y como se puede encontrar § > 0 tal que
a<6< % y dpg<u en QxR siguiéndose del lema 6 y la prueba del
lema 4 que

oo <uy <u en QxR
en particular uo <u en QxR.
Pero por el lema 5. y como v € B, u(v) <u(0) =y, en QxR; luego en
total

u=u(v) <Tu en QxR 9)

Ahora, por el lema 3 tenemos

L[@] :@(m*a—bﬁ—bgﬂ) en QxR
pero m*a b entonces

L[T] o(b— b0 —byu) en QxRN (10)
Ademas, sabemos que
Llu]) =u[m*a — a1u — ayv] en QxR (11)
También
_ a?—arb —b —b % __ ar ] ]
v =010 = al;)r;;)ze - alzi—ébﬂlg < aﬂ*{tzbzm a= o = (%70 < :7% +v

)
Luego v< vy +uv en QxR

() 6(m*a — a10) = L[A] > 0 entonces m*a —a10 0 < a0 < m*a
(>)yaquea— X >ay >ar )

y asi: a0 < a7y + asv, esto nos da

a(@—v)<ay en QxR (12)
Pero ayy=a—a luego ay(v—v) <a—a, de donde

a—av<a—av en QxRN (13)
Comoayy<a—X\ <a=2a—a<m*a—a, entonces de (12) obtenemos

ax(—v) <m'a—a en QxRN (14)
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lo cual equivale a que

m*a—a® a—aw en QxR (15)
De (11) y (15) se sigue que
Llu] u(a—au—aw) en QxR (16)

Ahora por la eleccién de v,, <y en Qx R, tenemos que o*(v,) = v, €n
Q xR, luego u = u(v), satisface el lema 4. del §1, asi

Llu]l =ula —aju —aw] en QxR
aplicando (13) obtenemos

Llu] <u(a — aju — asv) (17)

De (5),(10),(16),(17) y el lema 1 del §1 existen u,v € C?**(Q x R) tales que
(u,v)es solucidén del problema (I) y u<u<u, v<v<v en QxR
Ademas de (6) y (7) se sigue que u,v > 0en Q x R.
O

§5. APLICACION.

Es un hecho "notabilisimo" el considerar el problema parabdlico con
condiciones de frontera dado por
Llu] = ula(z,t) — aqu(z,t) — agv(z,t)] en Q x R
(XIT) L[v] = v[b(z,t) — byv(z,t) + bou(z,t)] en QxR
u‘ =0, v‘ =0
O0x R IOXR
donde © es un dominio acotado de RV, N 2, 00 de clase C?*™ con

0l<axl

N ) N~
sz%—<2%£&+2@%+w)
1=

27‘7:

Y

a(z,t) > 0,b(x,t) > 0,a;; = aj, b; ,c(<0) son funciones periddicas con
periodo T, ademas ay, ay, b; Y by son constantes positivas.

El modelo de demostracion utilizado para hallar la solucién del problema
(I), es el mismo en su integridad que para hallar la solucion al problema
(XII), solamente basta con leves modificaciones en las hipodtesis
generales y en la definicion de algunas truncaciones utilizadas vy
curiosamente la solucién tiene la misma forma, solamente cambiando el
operador parabdlico por eliptico. Mas aun el modelo utilizado es
esencialmente el mismo que usé el profesor Victor Manuel Ardila de la
Pefia en su magistral intervencion en el seminario de Ecuaciones
diferenciales parciales en la Universidad Nacional de Colombia; de
octubre a noviembre de 1990.

APENDICE
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A continuacidon se presentan los dos resultados basicos utilizados en el
modelo de demostracion del problema (I) para el caso de operadores de
tipo parabdlico.
TEOREMA A,. Existe \; e ®,\; >0 y una funcién ¢ € Econ las siguientes
propiedades

(i) L] =X en QxR

(ii)gp>0en9x§}tyg—%<0 en 00 x R

(iii)Sive E, v#0en Q x R, A, > 0 entonces \; =\
y existe una constante k # 0 de manera que v = k.
En la demostracion de este teorema se usan cinco lemas los cuales son
presentados a continuacion y estdan demostrados despues de la
demostracién del teorema A4;.
LEMAL. Sive C' O xR) ={f e C'(QAxR)/f=0en 00 x R}, v>0en Q x R,
v(z, t+T) =v(x,t), g—% <0en 90 xRN entonces existe ¢>0 tal que si
we CHAXR), w(z,t+T)=wz,t)y ||lv—w|, <eentonces w >0 en QxRN
(La demostracion se hace por contradiccion usando el principio del
maximo).
LEMA 2. Si R= (L) ':F—E, fe K, f#0 donde

F={uecC@QxR)/u(x,t+T)=u(z,t),uecC2x[0,T])}

con norma || - |07

«

K:{feIF/f OeanéRyf‘OQX%EO}

yv=R(f) entonces v>0en I xRN y g—;’].<0 en 90 x R.

LEMA 3. Si con A denotamos al siguiente conjunto

A={AeR/\>0, existe f e K tal que f £0y f(z,t) < AR(f)(z,1)

para todo (z,t) e Q x R}

entonces el conjunto A no es vacio.

LEMA 4.Si )\; = infA entonces \; >0

LEMA 5.Si fc K, f#0y f(z,t) < \MR(f)(z,t) para todo (z,t) € QxR

entonces f = A\ R(f)

DEMOSTRACION DEL TEOREMA A;: Denotemos E al subespacio
E={feC"@QxR)/f(x,t+T)= f(z,t)}
del espacio
E={feC"@QxR)/f(z,t+T) = f(z,1)},
donde 3 € (a,1).
Por ser \; =infA, y como A # g existe una sucesion {)\,}~_, en Ay una
sucesion {w,,}>>_, en K tal quemliinoo)\m =X, lwnlley =1Y wy, < ApR(wy,) en

m=1 =~
Q x R, para todo entero m 1. Sabemos que si u € E es tal que L[u] = f
para f dada en [, existe una constante k, > Otal que [[ul,,; < ko L[u]

por lo tanto para esta misma k, se tiene

Hoo’
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||R(wn)||1+ﬁ < aflwm|l, < ko,

para todo entero positivo m.
Por ser la inyeccion i:E-—F compacta existe una subsucesiéon de
{R(wy,)},._, denotada también {R(w,,)} ~_,la cual converge a una funcion
veF enla F-norma.
De la desigualdad w,(z,t) <\, R(wy,)(z,t), para todo (z,t) e QxR
obtenemos:

1= [wnlo < AnllB(wn)|lo»
para todo entero positivo. Tomando limite en la anterior desigualdad:

L= tim [l < tim [[R(wn) | An = Mloll

De esta desigualdad obtenemos que v # . Ademas
v=lim R(w,) < lim A, R[R(w,)] = A\ R(v).

Por el lema 5. y esta ultima desigualdad concluimos que

v=MAR({v) en QxR
La dltima parte del teorema es consecuencia directa de un teorema de
comparacion de Sturm. Al ndmero )\, se le denomina el valor propio
principal de L.
O
DEMOSTRACION DEL LEMA 2. Por hipétesis Ljv)]=f 0en QxRyv=0 en
00 x R, por el principio del maximo para ecuaciones de tipo parabdlico v
no puede tener un minimo menor o igual a cero en Q x R, por lo tanto
v> 0en ) x R. Por este ultimo hechoy el lema 1., 8‘9—% en 90 x K.
O
DEMOSTRACION DEL LEMA 3. Por el principio del maximo R(1)=fe K vy
f # 0. Denotemos con z = R(f). Por el lema 2, 2 >0en Q xRy 5’—%. <0en

00 x R. Por estas ultimas desigualdades y el lema 1, existe ¢ > 0 tal que si
weC (QAxR) y wx,t+T)=w(x,t) entonces w >0 en Q x R, con la Unica
condicion que ||z — wl|; <.
Tomemos &6 > 0 suficientemente pequeno tal que

Iz = (2= 8l = 8Ifl, <
esta desigualdad por lo dicho anteriormente implica que z—6f >0 en
Q x R, esto es

f<w7t> < %Z(xvt) = %R(f)(%t)
para todo (z,t) € Q x R por lo tanto % € A.
O
DEMOSTRACION DEL LEMA 4. Para cada )\ € A existe f € K talque f 0y

0< f(z,t) < AR(f)(z,t) en QxR
Por el lema 2 y el hecho de que L : E—F es uno a uno y sobre, para cada
f € F existe u € E tal que L[u] = f y existen constantes k; > 0,k, > Otales
que

lullg < KEallLfulllp ¥ lulliyp < ol Lu]ll
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obtenemos
0 <R/l < NRUN14s < Rl flloe < AR
y de esta desigualdad X\ ki? >0, para A € A, por lo tanto )\, ki
O
DEMOSTRACION DEL LEMA 5.Supongamos que f € K, f#0 y
flz,t) < MR(f)(x,t) en QxR

Por el lema 2, v=R(f)>0en QxR y FE<0en IOxR.

Demostraremos a continuacion que z = \;v — f = 0. Sabemos que
)\1R(f>—f:)\11}—ffz Den QxR
Si z # 0 entonces por el lema 2., R(z) >0en Qx Ry ag%f) <0en 90 x RN.
Por estas ultimas desigualdades y el lema 1, existe §* > 0, 6* < A, tal que
R(z) —6*R(v) >0 en QxR

esto es ;
0 < R(2) = 6"R(v) = [MR(v) — R(f)] — 6*R(v)
= (M = 6")R(v) = R(f) = (A1 = 0")R(v) — v
de donde;
v< (A —6)R(Wv), ve K,v#0
por lo tanto \; — 6* € A (—+). Esta contradiccion demuestra que
O=z=XMNv—f=MNR(f)—fen QxR
O
TEOREMA A, (DE COMPARACION) Supdngase que w,v € E, u# 0,0 % 0,P,Q
son funciones definidas y acotadas en Qx®R, P(z,t+7T)= P(x,t),
Q(z,t+T)=Q(z,t). Si LjuJ=Pu en Qx R, Lv]=Quv en QxRN y P<Q
en () x & entonces
(i) v cambia de signoen Q xR, o
(1) P=Q en xRy existe una constante ~ tal que v = ~yu.
DEMOSTRACION: Elijamos una constante £ >0 tal que k+p>0 en Qx R.
Supongamos que v no cambia de signo, podemos suponer v 0 en
Q x R. Por hipdtesis tenemos la siguiente desigualdad
Lv|+kv=(k+Q)v 0 en QxR
Por ser v#0,v 0 en Q xR, por la desigualdad anterior y el principio
del maximo para ecuaciones de tipo parabodlico obtenemos que v > 0en
Q x R. Por este ultimo hecho y el lema 2 del teorema A, g—% <0 en

09 x . Esto implica la existencia de ¢ > 0 tal que si

we O xR), w(x,t—i—T)Ew(x,t),waQ%EOy lv—w| <e

entonces
w >0 en QxR
Tomemos 6 > 0 suficientemente pequefio tal que 6|ulj; <e entonces
[ = (v—=bu)ll, = 6llua]| <€
por lo tanto
v—0ou>0 en QxR
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Denotemos con

v =sup{c € R/v—cu>0en Q x R}
Por ser w# 0 podemos suponer que existe (zg,t)) € QxR tal que
u(zg,ty) > 0, de hecho esto implica que 0 < v < co. Ademas

v—~yu 0 en QxR
y

(L+Ek)v—2yu] (Q@—Plw+(P+k)v—ryu) 0 en QxR (1)

Las desigualdades (1) implican la existencia de un punto (z,t;) € Q x R
tal que

(v —~yu)(x1,t1) = 0. (2)
En caso contrario la desigualdad (1) y el argumento anterior cambiando v
por v—~u implicaria la existencia de un numero 6, >0 tal que
(v—"u)—6u>0 en Q xRN, contrario a la definicion de ~. Por la
desigualdad (1), (2) y el principio del maximo para ecuaciones de tipo
parabdlico

v—yu=(v—"yu)(x,t;)) =0

estoes, v=yu y P=(Q
O
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Espero que el lector haya obtenido algiin provecho de este trabajo en el aprendizaje de la teoria de las ecuaciones
diferenciales parciales. En esta forma presento un ensayo de un tipo de problema que se puede catalogar como una
investigacion, propuesta en este proyecto de aprendizaje en matemdtica avanzada.
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