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El objeto de estas notas es brindar al lector un modelo de aprendizaje. A continuación
encontrará más de cincuenta resultados básicos, entre los cuales se hallan definiciones,
teoremas, corolarios y algunos ejemplos, es posible que encuentre la manera de volver a
redactar algunos, por favor hágalo, de forma que los pueda recordar después. Para las
demostraciones es indispensable el uso de una biblioteca con un buen número de textos de
ecuaciones diferenciales parciales y análisis funcional, en esta forma el estudiante utiliza
tácticas de investigación y empleará la biblioteca. Luego encontrará un resultado en donde se
ha dado una posible demostración, la cual se supone es correcta, sin descartar la posibilidad de
que haya algunos errores; el lector deberá revisarlas analizando cuál de los resultados básicos
se ha utilizado en la prueba.
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§0. RESULTADOS BÁSICOS

1. Sea un dominio acotado. Sea el espacio de Hilbert real de lasH § d LR
!

funciones con cuadrado real integrable, definido en con el productoH

interno
paraØ?ß @Ù œ ?@.B ?ß @ − L! !'

H

Sea el espacio con producto interno de funciones realesG"

continuamente diferenciables en , donde el producto interno está dadoH

por
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Ø?ß @Ù œ H ? H @ � ?@ .B" 5 5
5œ"

R' ” •�� �� �
H

Sea el completado deL G Þ"
"

2. El espacio funcional de puede ser tomado como un subespacio deL"

L L L G § L Ø † Ù! " ! " "
", es decir existe un subespacio vectorial de tal que y

puede ser extendido de a tal que  es un espacioG ‚ G L ‚L L ß Ø † Ù" "
" " " "� �

de Hilbert con denso en .G L"
"

3. Si es una sucesión en tal que cuando y  ese f k k e fA G A Ä ! 8 Ä ∞ A8 8 5
"

!

una sucesión de Cauchy en  entonces cuando .G A Ä ! 8 Ä ∞"
8 "k k

Puesto que

' '� ‘ � ��” • c d k k
H H

`A `A `A `A
`B `B `B `B

#

5œ"

R #

8 7 8 7
# #

"
8 7 8 7

5 5 5 5
� .B Ÿ � � A � A .B œ A � A

Cada una de las sucesiones es una sucesión de˜ ™`A
`B

8

5
ß 5 œ "ß #ßá ßR

Cauchy en P#� �H
4. Sea el conjunto de funciones continuamente diferenciables conG

‰
"

soporte compacto contenido en . es un subespacio de , ademásH G G
‰
" "

L G L
‰ ‰
" "

"es la adherencia de  en .

5. D . Sea para y se� � c d ' ˆ ‰esigualdad de Poincare U ? œ .B ? − G
H

`?
`B

# "
5

extiende a por continuidad. Existe una constante tal queU ? L < � !c d " !

para todo< ? Ÿ U ? ? − L
‰

! "
#
!k k c d

6. Sea una sucesión acotada con respecto a la norma .e f k k:5 " "§ L †
‰

Existe una subsucesión de , que converge en con respecto˜ ™ e f: :5 5 !4
L

a la norma k k† !

7. . Sea un dominio acotado� �Desigualdad de Friederich H� � � �abierto y conexo . Dado cualquier existen% H� ! A ßA ßá ßA − L" # 8 !

tales que

� � � � � � c d � ��3 ß Ÿ ßA � U − L
‰

para todo  ,: : : % : : H
5œ"

8

5 "
#

donde� � � �': < :< : < Hß œ .B ß − L
H

!

siU œ .B − G
‰c d Š ‹' �: :

H

:

:
5œ"

R
`
B

#

"
5

U † L
‰c des definido por continuidad en "

� � c d' ' ' 'º º33 .B.C Ÿ .B.C � = U
W W

# #
=

#

W: :
:

donde
W œ Bß C à ! Ÿ B Ÿ =ß ! Ÿ C Ÿ =e f� �
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� � e f333 L
‰

Sea una sucesión en que es acotada con respecto a la:5 "
∞
"

norma . Entonces se tienel l† " � � c d: : :5 5 5ß Ÿ Eß U Ÿ E

para alguna constante .E

8. . Sea un espacio de Hilbert y un� � ��Alterativa de Fredholm I X À I I

operador completamente continuo. es completamente continuo,X‡

(� �M � X  es de dimensión finita y� � � � � �3 M � X œ M � Xdim dim( ( ‡

  es cerrado  yV M � X� �� � � � � �33 V M � X œ M � X( ‡ ¼

� � � � � �333 V M � X œ M � X‡ ¼
(

Si , es biyectivo, entonces esdim dim(� � � � � �M � X œ M � X œ ! M � X M � X‡ �"

acotado. Donde  es el nucleo de  el rango de .(� � � �M � X M � X ß V M � X M � X

••. Sea un operador lineal y completamente continuo. EntoncesX À L L��
X‡ es completamente continuo.

•. Sea un operador lineal y completamente continuo, entoncesX À L L��
(� �M � X  es de dimensión finita y

dim dim( (� � � �M � X œ M � X‡

•. Sea un operador lineal y completamente continua, entoncesX À L L��
V M � X œ M � X� � � �( ‡ ¼.

9. Sea una forma bilineal definida en un espacio de Hilbert real .F Bß C L� �
Supóngase� � � � l ll l3 F Bß C Ÿ G B C Bß C − Lpara todo .#� � � � l l33 F Bß B   G B ß G � !ß Bß C − L" "

# para todo
Sea una función lineal continua en . Existen aplicaciones linealesP L

X À L Lß W À L L�� ��
tales que

para todoF XBß C œ ØBß CÙ Bß C − L� �
para todoF Cß WB œ ØBß CÙ œ ØCß BÙ Bß C − LÞ� �

Además, y son biyecciones yX W X œ W X œ +.4?8>9 ./X‡ ‡� �
•. � �Lax Milgram . Sea una forma bilineal definida en un espacio deF

Hilbert real . Sea una función lineal continua en . Existen únicosL P L
elementos y  en tal que@ A L

para todo  .F @ß œ P œ F ßA − L� � � � � �: : : :

10. de la formaEcuaciones diferenciales parciales de segundo orden
P ? œ �H + H ? � , H ? � -? œ 0�c d 3 4 3

34 3

donde
son funciones acotadas y medibles en  ,H œ ß + ß , ß -3

`
`B

34 3
3

H

siendo un dominio de .H dR

•. es siP elíptico
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salvo para� � � �M + B � ! œ !ß 4 œ "ß #ßá ßR34
3 4 4% % %

•. es un operador fuertemente elíptico siP

� � � � Œ 	�MM + B   +34 #
3 4 !

3œ"

R

3% % %

•Þ P? œ J + ß ,Se considera la ecuación y supóngase que son reales,34 3

continuas y de clase  en medible y acotada, reales.G ß - J − P Ð Ñß -ß J" #H H

•. es una de prueba si y tiene soporte compacto: : :solución − G Ðd Ñ# R

contenido en .H

•. Integrando por partes a se produceP? œ J' ' 'c d� �� �
H H

: : : : :P?.B œ + H ? H � , H ? � -? .B œ ?P .B34 3 ‡
4 3 3

donde
P œ �H + H �H , � -‡ 34 3

4 3 3: : : :� �
P P‡  es llamado el " " de .adjunto formal

•. La anterior ecuación puede ser escrita en la forma� � � � � � � �MMM P?ß œ F ?ß œ ?ßP: : :‡

donde
F ?ß œ + H H ? � , H ? � - ? .B�� � c d' � �� �: : : :

H

34 3
3 4 3

y
para reales� � � � � �'?ßA Ñ œ ?A.B ?ßA − P

H

# H

•. Si y entonces  y, œ !ß 3 œ "ß #ßá ßR + œ + ß 3ß 4 œ "ß #ßá ß8 P œ P3 34 43 ‡: :

P se dice ser formalmente auto-adjunto.

•. F ? @ F ?ß œ F ß ? Pes un funcional bilineal entre y y si es auto-� � � �: :

adjunto.

11. Supóngase y . Si , es una+ ß , − G -ß 0 − P ? − P Ð Ñ ?34 4 " # #ˆ ‰ � �H H H solución
débil de� �" P? œ 0
si para toda función de prueba :� � � � � �MZ ?ßP œ 0ß‡: :

? es una desolución débil� �" P ? œ 0‡ ‡

si para toda función de prueba :� � � � � �MZ P ß ? œ ß 0‡ : :

•Þ + ß , -Suponiendo que y son puramente medibles y acotados en ,34 3 H

puesto que la forma bilineal es acotada en entonces puedeF G ‚ G" "

extenderse por continuidad a .L ‚L" "

12.  es una de si para todo? − L " − L
‰

" "solución débil � � :� � � � � �MZ F ?ß œ 0ßw : :

? " es de sisolución débil � �‡
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para todo� � � � � �MZ F ß ? œ ß 0 − L
‰

w ‡
": : :

•. Si  entonces las definiciones 11 y 12 son equivalentes+ ß , − G Ð Ñ34 4 " H

13. Sea , un dominio acotado, . ) denotará alH α H§ d ! � � " G ÐR α

conjunto de todas las funciones definidas en tales que? H

L ? œ � ∞α� � sup
Bß C −

B Á C
H

k k� � � �k k? B �? C
B�C α

Tomando es un espacio de Banach con lal l k k � �� �? œ ? B �L ? ß G Ð Ñα α
αsup

H

H

norma l l† α

14. Sea un espacio vectorial sobre y existe una función de en„ ‚ „ „ ‚‚

denotada por ( : tal queØ † ß † Ù Ø † ß † Ù ‚ Ñ
0ß 1 È Ø0ß 1Ù
„ „ ‚��� �� �+ Ø0ß 0Ù   ! 0 − Ø0ß 0Ù œ ! Í 0 œ !para todo y„� �, Ø0ß 1Ù œ Ø1ß 0Ù 0ß 1 −para todo „� �- 0ß 1ß 2 − Ø0ß 1 � 2Ù œ Ø0ß 1Ù � Ø0ß 2ÙSi  entonces„� �. − 0ß 1 − Ø 0ß 1Ù œ Ø0ß 1Ù • Ø0ß 1Ù œ Ø0ß 1ÙSi , ,α ‚ „ α α α α

•. se le denomina producto interno positivamenteE À Ø † ß † Ù À ‚„ „ ‚��
definido. Se define � � l lØ0ß 0Ù œ 0

"
#

•Þ 0ß 1 − 0 � 1 � 0 � 1 œ # 0 � 1Si ,„ l l l l l l l lˆ ‰# # # #

•Þ 0ß 1 − Ø0ß 1Ù Ÿ 0 1Si ,„ k k l ll l
• Si  entonces0ß 1 − 0 � 1 Ÿ 0 � 1„ l l l l l l
•Þ † œ Ø † ß † Ù  es una norma sobrel l � �"

# „

15. Si es un espacio de Banach, en este caso a se leŠ ‹l l � �„ „Þ † œ Ø † ß † Ù
"
#

denomina espacio de Hilbert y se le denota con .[

Se dice que es un espacio de Banach, si es un espacio vectorial normado y completo„ „

como espacio métrico.

•. Supongamos que es un espacio de Hilbert y si ,[ [0ß 1 − Ø0ß 1Ù œ !

entonces se dice que y son ortogonales o perpendiculares .0 1 � �
•. Si se denota por para todo y esW § W œ 0 − ÎØ0ß 1Ù œ ! 1 − W[ [¼ e f
llamado el complemento ortogonal de .W

•. es un subespacio lineal de . (Esto es claro ya queW¼ [

Ø0 � 1ß 2Ù œ Ø0ß 2Ù � Ø1ß 2Ù œ !ß a2 − Wα ).Í 0ß 1 − W¼

•. Si es un subespacio lineal cerrado de y entonces existe un` [ [0 −

único elemento , tal que1 − `

para todol l l l0 � 1 � 0 � 1 1 − Qß 1 Á 1Þw w w

•. Sea un espacio de Hilbert. Si es un subespacio cerrado en  y[ ` [

0 − 1 −[ [ entonces existe un único elemento tal que
para todo.3=> ß 0 œ 0 � 1 � 0 � 1 1 − ß 1 Á 1� � l l l l` `w w w
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16. Si es un subespacio cerrado entonces es un subespacio` `¼

cerrado de .[

•. [ ` `œ 9 ¼

•. Si es una sucesión en y en este caso seO œ Ø ß Ù œe f: [ : : $8 8 7 8ß78œ"
∞

dice que  es un conjuntoO ortonormal

17. Si  es un conjunto ortonormal de  entoncesO œ e f: [8 8œ"
∞

desigualdad de Bessel� � k k l l � ��3 Ø0ß Ù Ÿ 0
8œ"

7
# #

:

Si  es una sucesión de  entonces� � e f33 α ‚8 8œ"
∞

para todo entero positivo¾ ¾ ¾ ¾� �
8œ" 8œ"

7 7

8 8 8 8α : : :� 0   Ø0ß Ù � 0 7

18. Si es un conjunto ortonormal en y además esO œ e f e f: [ α8 88œ" 8œ"
∞ ∞

una sucesión de números complejos, entonces se tiene que la serie� �k k
8œ" 8œ"

∞ ∞

8 8 8
#

α : αconverge si y sólo si converge.

En el caso de tener la convergencia se tiene

¾ ¾ ¾ ¾� �
8œ" 8œ"

∞ ∞

8 8 8

# #

α : αœ

•. Si   es un conjunto ortonormal enO œ e f: [8 8œ"
∞

� � c d e f �3 0 − O œ O Ø0ß Ù œ !combinaciones lineales de  entonces¼ ¼

8œ"

∞

8 8: :

� � c d �33 0 − O 0 œ Ø0ß Ù entonces
8œ"

∞

8 8: :

19. Si O œ Oe f:8 8œ"
∞ es un conjunto ortonormal; a se le denomina base

ortogonal de [

•.  es un conjunto ortonormal si y sólo siO œ 0 œ Ø0ß Ùe f l l k k�: :8 88œ"
∞ # #

8œ"

∞

20. Supongamos que y son espacios vectoriales. Si es un„ … H

subespacio de y  es una función tal que„ H …X À ��
X 0 � 1 œ X 0 � X 1� � � � � �α " α "

para todo o , y para todo , en este caso a se leα " α " ‚ Hß − d ß − 0ß 1 − X� �
denomina un operador lineal de a  .„ …

•. Se denota por "al dominio de "H H� �X œ œ X

•. "recorrido de "V X œ X œ X 0 Î0 − œ X� � � � e f� �H H

•. "subespacio nulo de o núcleo"R X œ 0 − ÎX 0 œ ! œ X� � e f� �H

21. Supóngase que es un operador lineal. Se define5 À +ß , ‚ +ß , dc d c d��
O À G +ß , G +ß ,� � � �c d c d��
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como . La norma de se le denota  yO 0 B œ 5 Bß C 0 C .C G +ß , †c d� � � � � � � � l l' c d+
,

∞

con esta norma es un operador tal que para es posibleO 1 − G +ß ,� �c d
hallar tal que .0 − G +ß , O 0 B œ 1� � c d� �c d
A este operador se le llama operador de Fredholm.

22. En lo que sigue y son espacios de Banach. Sea un„ … „ …X À ��
operador lineal, si existe un número real tal que7 � !

para todol l l l� �X 0 Ÿ 7 0 0 − ÐXÑ… „ H

entonces se dice que  es un operador acotado en .X ÐXÑH

•. Si es acotado, se defineX X œ 7Î X 0 Ÿ 7 0 ß a0 − ÐXÑl l e fl l l l� �inf … „ H

como la norma de operador .X

•. Ahora consideremos continua y5 À +ß , ‚ +ß , dc d c d��
O À G +ß , G +ß ,

0 È O 0 ßO 0 B œ 5 Bß C 0 C .C

� � � �c d c d��c d c d� � � � � �'
+
,

En tenemos� �� � l lc dG +ß , ß † ∞k k ¹ ¹ k kl lc d� � � � � � � � � �' 'O 0 B œ 5 Bß C 0 C .C Ÿ 5 Bß > 0 C .C+ +
, ,

Ÿ 5 Bß C 0 C .C Ÿ 5 Bß C , � + 0 œ 7 0sup sup
Bß C − +ß , Bß C − +ß ,c d c dk k k k k k� �l l l l� � � � � �'

+
,

! !

teniéndose . Luego el operador  es acotado.l l l lc dO 0 Ÿ 7 0 O∞ ∞

23.En ,G œ ? − G Ð ÑÎ? ? ß ? − G Ð Ñß a3ß 4ß " Ÿ 3ß 4 Ÿ Rß ! � � "#� #
3 B B

α α� � ˜ ™H H H α
3 4

se define , en estas condicionesl l l l ½ ½� �¼ ¼? œ ? � �#�
3œ" 3ß4œ"

R R
`? ` ?
`B `B `Bα α α α3 3 4

#

G#�α� �H  es un espacio vectorial normado. Si se toma
•

P À G G
#�α α� � � ���H H

? P ? œ + � , � -?
R

È c d � �
3ß4œ" 3œ"

R

34 3
` ? `?

`B `B `B

#

3 4 3

se sigue que es acotado. Además si es elíptico entonces es uno aP P P
uno.

Donde
•
G œ 0 − G Î0 œ !�#� #�

`

α α

H
� � š ›� � ¹H H

24. Sea un operador lineal. es un operador acotado en siX À X X„ … H�� � �
y sólo si  es continuo.X
Recuerde que con indicamos el dominio deH� �X X

•. Consideremos el espacio  el operador� �� � l lc dG +ß , ß †"
∞

Q À G +ß , G +ß ,
0 È 0

"

w
� � � �c d c d��

no es continuo, basta tomar operadores cerrados como los dados por la
sucesión e fsin8> 8œ"

∞

•. . Si y son espacios de Banach y es un� � �����Función abierta „ … „ …P À

operador lineal, continuo y sobreyectivo entonces  es abierto� �P aK
abierto en se tiene que  es abierto en .„ …P K� �
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•. Si y son espacios de Banach y es un operador lineal„ … „ …P À ��
acotado y es una biyección, entonces es también un operadorP P À�" … „��
lineal acotado.

25. Supongamos que y son espacios de Banach, denotemos por„ …

 es un operador lineal acotado_ „ … „ …� � e f��ß œ Q À ÎQ

Si , entonces„ … _ „ … _ …œ ß œ� � � �
•. donde es la norma de los operadores acotados, es un� � l l� � l l_ „ …ß ß † †

espacio de Banach.
Si  entoncesQ − ß Q œ Q B   !_ „ …� � l l l l� �sup

0 −
0 œ "
„l l

…

•. Observemos la ecuación de la forma
0 B � 5 Bß C 0 C .C œ 1 C "� � � � � � � � � �'

!
"

donde es continua. Supongamos que se tiene el5 À !ß " ‚ !ß " dc d c d��
siguiente problema: Dado , se desea determinar tal que1 − G !ß " 0� �c d
satisfaga la siguiente implicación: "si es unX 0 B œ 5 Bß C 0 C .Cc d� � � � � �'

!
"

operador lineal entonces el problema tendrá la forma ". Si� � � �" M�X 0 œ 1�

se desea que una tal exista, esto se tendrá cuando sea un0 M � X� �
operador invertible.

26. Supongamos que  el lineal acotado, donde es un espacio deX À „ … „��
Banach y . Si entonces existe y ;X − Ð Ñ X œ " M�X M � X − Ð Ñ_ „ _ „l l � � � �„

�" �"

en ese caso se dice que   es invertible.M�X

•. Supongamos que es un espacio de Banach y . Si„ _ „P ßPßP − Ð Ñ! !
�"

l ll lP � P P � " P − Ð Ñ P! !
�" �" entonces ( es decir,  es invertible)_ „

27. Sea un espacio de Banach, y un operador lineal ( no es„ „ „X À X��
necesariamente acotado), entonces al conjunto

3 - ‚ - _ „� � � � � �˜ ™X œ − Î M � X −�"

se le denomia conjunto de . Al complemento de enresolvente X X X5 3� � � �
‚ 5 ‚ 3 se le denomina de .� �� � � �X œ � X Xel espectro

•. Si se denota por- 3 - -− X V ß X œ M � X� � � � � ��"

V † ß X À X I,� � � � � ����3 _
- -È � �M � X �"

V X X� �se le denomina el resolvente de .

•. Puede suceder que no sea inversible, pero que exista tal queX -

- - - -M � X M � X œ M �sea invertible, porque y se toma tal queˆ ‰X
-¼ ¼X

-
� ".

•. Sea un operador lineal acotado, que efectúa una transformaciónX

biunívoca del espacio de Banach sobre el espacio de Banach .„ …

Entonces el operador inverso  es acotado.X�"

28. Si , entonces si y sólo si  es una biyección.X − Ð Ñ − ÐXÑ M�X_ „ - 3 -� �
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•. o tal que
no es a tal que

no es sobre
- 5 -

- „

-

− ÐXÑ Í b0 œ ! X 0 œ 0

M � X " " Í b0 − ß
�Î

M � X

Ú
Û � �Ü

� �
� �

� �� �-M � X 0 œ ! 0 œ !�Î

•. porque y es5 - ‚ - - -� � � � e fk k l l ˆ ‰X § F ! œ − Î Ÿ X M � X œ M �l lX X
-

inversible si y sólo si  .¼ ¼ l l k kX
-

� " Í X Ÿ -

•. Se considera que es el radio del espectro de .sup
- 5− ÐX Ñ

k k- X

•. Supongamos que es una aplicación lineal y un espacio deX À „ „ „��
Banach. Si y existe, en este caso se dice que- 3!

Ä

V ßX �V ßX
�− ÐXÑ lim

- -

- -

- -
!

!

!

� � � �
V † ß X� � es analítica en .-!

29. Si  es un operador lineal acotada esto es entoncesX X − Ð Ñ_ „

 es invertible ,  es abierto� � � � e f� �3 X œ − Î M � X3 - ‚ -

  es una función analítica.� � � � � ���� � � �33 V † ß X À X Ð Ñ

È V ßX œ M � X

3 _ „

- - -
�"

•. Si ø y si  entonces no es vacío.„ _ „ 5Á X − Ð Ñ Xe f � �
•. Si y   entoncesX − Ð Ñ X œ_ „ # -5� � k ksup

- 5− ÐX Ñ

# #5 5� � l l � �� � l lX œ X X Ÿ Xlim inf 8
"
8

30. Supongamos que , la serie   es tal queX − Ð Ñ X_ „ - -�" �8 8

8œ!

∞�
converge si� � k k � �3 � X- #5
diverge si < .� � k k � �33 X- #5

•. #5� � l lX œ Xlim sup
8Ä∞

8
"
8

•. #5� � l l Š ‹Š ‹l l l lX œ X Ÿ X œ Xlim
8Ä∞

8 8
" "
8 8

•. Debe tenerse que y se puede demostrar que# #5 5� � l l � � l lX Á X X � X

31. T Sea un espacio de Banach real y un� �eorema de Hann-Banach � Œ

subespacio de . Sea un funcional lineal acotado sobre� Œ ŒJ J À d� ���
con norma . Entonces existe un funcional lineal acotado tall l ��J K À dŒ �

que
para cada� �+ K0 œ J0 ß 0 − Œ� � l l l l, K œ J Œ

En otras palabras  es una extensión de a , sin aumento en la norma.K J �

32. Sea un espacio de Banach real, un subespacio de . Sea unF JŒ �

funcional lineal acotado sobre con norma . Sea  yŒ �l lJ 1 − ß 1 Á !Œ

1 Â Œ. Si
� α Œ αœ 0 � 1Î0 − ß − Oe f

Entonces existe un funcional lineal acotado tal queK K À d���
para todo� �+ K0 œ J0ß 0 − �
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 .� � l l l l, K œ J� �

33. Sea un espacio de Banach y sea en . Existe un ,� � �0 Á ! J − J Á !‡

tal que  entoncesJ0 œ J 0 J0 œ J0l ll l k k
•. Si existen funciones lineales acotadas tales que� �Á ! J Á !ßJ −e f ‡

para 0ß 1 − ß 0 Á 1ß J 0 Á J1�

•. Si es un espacio de Banach, entonces es un espacio de„ „ _ „‡ œ Ð ßdÑ

Banach.

•. Si es un espacio de Banach y entonces existe tal que„ „ „0 − 0 −‡ ‡

0 0 œ 0 0 œ "‡ ‡� � l l l ly  .

•. Si es un espacio de Banach y , además para todo„ „0 − 0 0 œ !ß‡� �
0 − 0 œ !�‡ ‡„  entonces se tiene que .

34. Supóngase que  es un espacio de Banach. Si , entonces„ „0 −l l k k� �0 œ 0 0sup
0 −

0 œ "
‡ ‡

‡
„l l

‡

35. Supongamos que es un espacio de Banach. Si y„ „ „0 − 1 −‡ ‡

denotaremos por
Ø0 ß 1Ù œ 0 1‡ ‡� �

•. Si , se tieneα " „ „ß − d 0 ß 1 − ß 0ß 1 −‡ ‡ ‡

� �3 Ø0 ß 0 � 1Ù œ Ø0 ß 0Ù � Ø0 ß 1Ù‡ ‡ ‡α " α "� �33 Ø 0 � 1 ß 0Ù œ Ø0 ß 0Ù � Ø1 ß 0Ùα " α "‡ ‡ ‡ ‡

� � k k l ll l333 Ø0 ß 0Ù Ÿ 0 0‡ ‡

Si para todo   entonces� �3@ Ø2 ß 0Ù œ ! 2 − 0 œ !‡ ‡ ‡„

36. Supongamos que y son dos espacios de Banach y„ … _ „ …P − Ð ß Ñ

(operador lineal acotado), se define  . Si  entoncesP À 0 −‡ ‡ ‡… „ …��
para todoP 0 œ 0 P 0 0 −‡ ‡ ‡� � � �� � „

y  es lineal.P‡

•. Si , entonces0 ß 1 − 0 � 1 œ 0 � 1‡ ‡ ‡ ‡ ‡ ‡
… � �

•.  es un operador acotado, llamado operador de .P P‡ adjunto

37. Si y son espacios de Banach y es un operador lineal„ … „ …P À ��
P À‡ ‡ ‡… „�� es el operador lineal adjunto, entoncesl l l lP œ P‡

de donde sale la acotación de .P‡

•. Por ejemplo en el caso del Laplaciano ?? œ � �â�` ? ` ?
`B `B `B

` ?# #

# #
" #

#

8
#

tomando se puede demostrar, integrando por partes
•

? H HÀ G G
#�α α� � � ���

que
 .Ø ?ß @Ù œ ?@ œ ? @ œ Ø?ß @Ù? ? ? ?' '

H H

•. Supóngase que donde  es un espacio de Banach, se denota porW § „ „
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para todoW œ 0 − ÎØ0 ß 0Ù œ ! 0 − W¼ ‡ ‡ ‡e f„

Si se simboliza porW §‡ ‡„

para todo� � e fW œ 0 − ÎØ0 ß 0Ù œ ! 0 − W‡ ‡ ‡ ‡¼
„

38. Supóngase que y son espacios de Banach, entonces si„ … _ „ …X − Ð ß Ñ

tenemos
Si  es el recorrido de , entonces� � � � � � � �3 V X X V X œ R X‡ ¼

Si  es cerrado entonces también lo es, y además� � � � � �33 V X V X‡

V X œ R X� � � �‡ ¼

•. Supongamos que  es un espacio de Banach. Si la bola cerrada unitaria„

H œ 0 − Î 0 Ÿ "e fl l„

es compacta, entonces  es de dimensión finita.„

•. Supongamos que es un espacio de Banach. Si es un„ ` „Á

subespacio cerrado de , entonces existe un elemento„ %! � � "

0 − � 0 œ " 0 � 1   " � 1 −„ ` % `tal que y para todo .l l l l
(Vea una demostración muy interesante de este resultado en el Análisis II
de S. Lang) .

39. Supóngase que y son espacios de Banach y es un„ … „ …X À ��
operador lineal, entonces si para toda sucesión en , entoncese f08 8œ"

∞
„l l0 Ÿ <ß < � ! 8   "8 „ para algún y para todo , existe una subsucesióne f e f� �0 X 0 X8 85œ" 5œ"

∞ ∞
5 5

tal que converge en , en este caso decimos que…

es un operador lineal  .compacto

•. Supongamos que es un espacio de Banach. Si es un„ „ „X À ��
operador lineal compacto , entonces es de- ‚ - -− Á ! R M � X� �
dimensión finita.

•. Si es un operador compacto entonces es unX À X À„ „ „ „��� ��‡ ‡ ‡

operador lineal compacto.

40. Si es un operador lineal compacto y entoncesX À − ß Á !„ „ - ‚ -��
V M � X ß V M � X� � � �- - „‡ son subespacios cerrados en  .

•. � � � � � �3 V M � X œ R M � X- - ‡ ¼

� � � � � �33 V M � X œ R M � X- -‡ ¼

•. Si es un operador lineal compacto y , entoncesX À − ß Á !„ „ - ‚ -��
existe un entero positivo tal que8

R M � X œ R M�X� � � �� � ˆ ‰- -
8 8�"

41. ( ). Supóngase que es un operadorAlternativa de Fredholm X À „ „��
compacto y , es sobre si y sólo si es uno a- ‚ - - -− ß Á ! Ð M � XÑ M � X� �
uno.

•. Si es un dominio acotado en y entonces laH α "d ! � � � "R

inyección
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3 À G G
? 3 ? œ ?

" αˆ ‰�� � �� �H H
È

es una aplicación lineal compacta.
                                       .
En la demostración de esta afirmación se destaca la siguiente desigualdadk k k k k k� � � � � � � � � � � �k k k k k k? B �? C ? B �? C ? B �? C

B�C B�C B�C

� �
α " "œ B � C Ÿ † .3 7/><9 ./k k � �" α " α

á H

42. Supóngase que es una región en para , se dice queH α Hd ! � � " `R

es de clase si para todo existe un abierto en y unG : − ` K d#� Rα H

abierto en tal que existe un entero y una funciónZ d : − K " Ÿ 5 Ÿ R8�"

2 − G"�α� �H tal que
` ∩ KH =e f� � � � � �B ßá ß B ßá ß B Î B ßá ß B ß B ßá ß B − Z B œ 2 B ßá ß B ß B ßá ß B" 5 R " 5�" 5�" R 5 " 5�" 5�" Ry

43. Si es una región en es de clase� �Teorema de Schauder H Hd ß `R

G ß#�α  es acotadoH

, para todoP ? œ + B � , B � - B ? ? − Gc d � � � � � � � ��� �
4œ" 3œ" 3œ"

R R R

34 3
` ? `?

`B `B `B
##

3 4 3
H

P + ß , ß - − G - Ÿ !es uniformemente elíptico, y ; entonces existe una34 3
αˆ ‰H

constante tal que para todo ,  el siguiente problema5 � ! 0 − G Ð Ñ"
α H

  en
  en

� � œ c d
M

P ? œ 0�

? œ ! `�

H

H

tiene una única solución en ; y ademásG#�α

l l l l? Ÿ 5 0#� "α α

•. Tomando
•
G œ ? − G Î? œ !�#� #�

`

α α

H
� � š ›� � ¹H H

se obtiene claramente un espacio de Banach cerrado.
•. Considerando el operador

•
P À G G

? P ?

#�α α� ��� ˆ ‰c dH H
È

lo que dice el teorema de Schauder es que es un operador uno a uno yP
sobre es decir,  es una biyección� �P

•. Por las definiciones resulta que es uno a uno ya que si ,P P ? œ !c d
entonces por el principio del máximo . Así? œ !

P À G G�" #�α αˆ ‰�� � �H H

es acotado y
 .l l l ll l� �P 0 Ÿ P 0�" �"

#�α

44. para . Si se toman las condiciones� �Desigualdad de Sobolev ! � � "α

del teorema de Schauder y  es suficientemente grande tal que:� � � �+ � � " - œ - :ßPß entonces existe una constante tal queα HR
: l l l l? Ÿ - ?"� #ß:α� � l l l l, ? Ÿ - 0#ß: α
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� � l l l l- ? Ÿ 5 0"� #α α

También se tiene quel l l l l l? Ÿ - 0 Ÿ - 0"� ∞α α

En general se tiene quel l l l l l? Ÿ - ? Ÿ -- 0"� #ß:! "α α

•Þ 3 À G G
? 3 ? œ ?

La inyección es compacta.#�α α� ��� ˆ ‰� �H H
È

•. Considérese la siguiente composición:
•

G G G3α ααˆ ‰ ˆ ‰�� ��� �H H HP�" #�

tomando , entonces se tiene que esV œ P ß X œ 3 ‰ V À G G X�" α αˆ ‰ ˆ ‰��H H

un operador compacto.

45. Supóngase que es un dominio de acotadoH dR

, para todoP ? œ + B � , B � - B ? ? − Gc d � � � � � � � ��� �
4œ" 3œ" 3œ"

R R R

34 3
` ? `?

`B `B `B
##

3 4 3
H

+ ß , ß - − G P34 3
#ˆ ‰H , se tiene que el operador es uniformemente elíptico

además  es de clase . Si  es uno a uno donde
•

` G P À G GH H H#� #�α αα� ��� ˆ ‰
•
G œ ? − G Î? œ !�#� #�

`

α α

H
š ›¹

entonces el problema
  en Ÿ
 c d

¹
P ? œ 1

? œ !

H

`H

tiene una solución única para cada , además existe? − G Ð Ñ 1 − G Ð Ñ#�α αH H

una constante tal que5 � !#

 .l l l lc d? Ÿ 5 P ? ß a? − G Ð Ñ#� #
#�

α α
α H

•. Este es el mismo teorema de Schauder donde se ha cambiado la
condición , por , es uno a uno.- Ÿ ! P

•. En resumen se considera el siguiente diagrama conmutativo

Se toma R ? œ P ? � .? - B � . Ÿ !c d c d � �
Así  es equivalente a de dondeP ? œ 0 ? � .X ? œ X 0�c d � � � �

 .? �O? œ X 0 • O œ � .X Í M �O ? œ X 0� � � �� � � �
•. Supóngase ahora que es un dominio acotado en de claseH Hd ß `R

G + ß , ß - − G ! � � "#�
34 3

α α, conˆ ‰H α

, para todoP ? œ + B � , B � - B ? ? − Gc d � � � � � � � ��� �
4œ" 3œ" 3œ"

R R R

34 3
` ? `?

`B `B `B
##

3 4 3
H
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P es uniformemente elíptico  y
0 À ‚ d d
Bß = 0 Bß =
H ��� � � �È

es una función de clase  en  .G ‚ d" H

Consideramos el siguiente problema
   en� � Ÿ
 c d� � c d� � � �� �

¹M
P ? B œ � 0 Bß ? B � 2 B

? œ !

H

`H

donde 2 − G Ð Ñα H

46. Una función se denomina (o solución@ − G Ð Ñ ∩ GÐ Ñ# H H supersolución
superior) del problema si� �M

P @ B Ÿ � 0 Bß @ B � 2 Bc d� � c d� � � �� �
en ,  en .H H@ B   ! `� �
Si una función satisface las siguientes desigualdadesA − G Ð Ñ ∩ GÐ Ñ# H H

    enP A B   � 0 BßA B � 2 Bc d� � c d� � � �� � H

  enA B Ÿ ! `� � H

en este caso a se le denomina del problemaA Msubsolución � �
47. Si existen dos funciones y tales que es una supersolución de@ A @� � � � � � � �M ß A M A B Ÿ @ Buna subsolución de y en entonces existeH

? − G ? M @ B Ÿ ? B Ÿ A B#�αˆ ‰ � � � � � � � �H Htal que  es solución de y  en .
DEMOSTRACIÓN: Dada la importacia de este resultado en todo lo que sigue
se dará la prueba como un ejercicio.
Se selecciona tal que# � !

+ para todo# H
`0 Bß=

`=
� �

� ! B −

y
y -   enA B Ÿ = Ÿ @ B � - B Ÿ !� � � � � �# H

Se define para todo . Por el teorema deQ ? œ P ? � ? ? − G Ð Ñ�c d c d # H#

existencia de Schauder existe una función tal que? − G Ð Ñ!
#�α H

  en
    enœ c d c d� � � � � �� �Q ? œ � 0 BßA B � 2 B � A B

? œ ! `�
!

!

# H

H

Por el mismo teorema existe tal que? − G Ð Ñ"
#�α H

 en
enœ c d c d� � � � � �� �Q ? œ � 0 Bß ? B � 2 B � ? B�

? œ ! `�
" ! !

"

# H

H

Usando inducción podemos asegurar que existe una sucesión ene f?7 7œ"
∞

G Ð Ñ#�α H tal que
  en

enœ c d c d� � � � � �� �Q ? œ � 0 Bß ? B � 2 B � ? B�

? œ ! `�
7 7�" 7�"

7

# H

H

para todo 7 œ "ß #ßá

Demostraremos a continuación que
para todoA B Ÿ ? B Ÿ ? Ÿ @ B B −� � � � � �7 7�" H

Para ver esto recordemos que
 en

 enœ � � c d� � � � � � � �� �� �Q A B   � 0 BßA B � 2 B � A B
A B Ÿ ! `

# H

H
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Además tenemos
  en

  en
� � œ c d� � c d� � � � � �� �
‡

Q ? B œ � 0 BßA B � 2 B � A B
? œ ! `
!

!

# H

H

Restando tenemos
  en

        enœ c d� �Q A� ? B   !
A � ? Ÿ ! `

!

!

H

H

Por el principio del máximo débil en  esto esA� ? Ÿ !! H

  enA B Ÿ ? B� � � �! H

Además tenemos
  en
 c d� � c d� � � � � �� �

¹
Q @ B Ÿ � 0 Bß @ B � @ B � 2 B

@   !

# H

`H

Restando esta última con tenemos� �‡
Q ? � @ B   0 Bß @ B � 0 BßA B � @ B � A B œc d� � � � � � c d� � � � � � � �! #

� �"
para todoœ Bß B � @ B � A B   ! B −Š ‹� �� � � � � �� �`0

`0 0 # H

y � �¹? � @ Ÿ !!
`H

                             .� �" Aplicando el teorema del valor medio
                                    .
Otra vez por el principio del máximo débil y las anteriores desigualdades
podemos concluir que

en? B Ÿ @ B!� � � � H

suponiendo que . Las otrasA � ? Ÿ ? Ÿ @ 5 œ "ß #ßá ß8 � "5 5�"

desigualdades se demuestran en la misma forma. Por lo anterior
podemos concluir que

A B Ÿ ? B Ÿ ? Ÿ @ B� � � � � �8 8�"

para todo entero positivo . Por lo tanto el existe para todo8 ? Blim
8Ä∞

8� �
B − ? B œ ? B B −H H. Se define para todo .� � � �lim

8Ä∞
8

Ahora denotemos por
1 B œ � 0 Bß ? B � 2 B � <?7 7�" 7�"� � c d� � � �� �

y
1 B œ � 0 Bß ? B � 2 B � <? B� � c d� � � � � �� �

Ya que  es de clase tenemos que0 G"

 .lim lim
7Ä∞ 7Ä∞

7 7�" 7�"1 B œ � 0 Bß ? B � 2 B � <? B œ 1 B ß aB −� � c d � �� � � � � �� � H

Así existe tal que y para todo< � ! 1 Ÿ < 1 Ÿ < 7 œ !ß "ß #ßál l l l7 ∞ ∞

Tomemos suficientemente grande tal que < . Ya que: " �α R
:

lim
7Ä∞

7 71 B œ 1 B 1 Ÿ <� � � � l ly , se tiene, integrando que

cuandoŒ 	' k k l l� � � �
H

1 B � 1 B .B œ 1 � 1 Ä ! 7 Ä ∞7 7
:

:

"
:

además se tiene que
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l l l l l l l l� ‘? � ? Ÿ - ? � ? Ÿ - - 1 � 1 � 1 � 1 Ä !7 8 " 7 8 " # 7 8"� #ß: : :α

cuando y . Lo anterior quiere decir que es una7 Ä ∞ 8 Ä ∞ ?e f7 7œ"
∞

sucesión de Cauchy en -norma. Entonces converge a enG ? ?"�
7

αˆ ‰H
G"�αˆ ‰H -norma.
En lo que sigue demostraremos que converge en . Parae f ˆ ‰1 G7 7œ"

∞ α H

esto denotemos por
1 B œ 1 B � 1 B œ � 0 Bß ? B � 0 Bß ? B � < ? B � ? B78 7 8 7�" 8�" 7�" 7� � � � � � c d� � � � � �� � � � � � � �
ya que y son funciones uniformemente continuas en0 f ‚ Aß @H – —inf sup

H H

y converge en -norma tenemos que si existe tale f � �ˆ ‰? G � !ß R7 7œ"
∞ α H % %

que 8ß7   R ß� �%
sup
H

k k� � � �� � � �f0 Bß ? B �f0 Bß ? B �7�" 8�" %

y
sup
H

< f? �f? Ÿ < ? � ? �l l l l7�" 8�" 7�" 8�" "�α %

tenemos l l l l� � � � � �� �1 B � 1 C œ f1 B � C78 78 78 0

 .Ÿ f0 ß ? �f0 ß ? � < f ? � ? B � C� �k kk k k k� � � � � �� �� � � �0 0 0 0 07�" 8�" 7�" 8�"

Ahora
sup

B Á C
Bß C − H

l l� � � �k k1 B �1 C
B�C

"�78 78
α Ÿ #. α

donde  es el diámetro de teniéndose que. Hl l l l � � � �1 � 1 œ 1 � 1 �L 1 � 1 � � #. œ " � #.7 8 8 7 7 8∞
"� "�

α
α α% %

Luego cuando .l l1 � 1 Ä !ß 8ß7 Ä ∞7 8 α

Por el teorema de existencia de Schauder, existe tal que5 � !l l l l l l� �? � ? Ÿ 5 Q ? � ? Ÿ 5 1 � 1 Ä !ß 8ß7 Ä ∞7 8 7 8 7 8#�α α α

Esto quiere decir que converge a  en entoncese f ˆ ‰? ? G8 8œ"
∞ #�α H

lim
8Ä∞

8Q ? œ Q ?� � � �
Q ? B œ Q ? B œ � 0 Bß ? B � <? B � 2 Bc d� � c d� � c d� � � � � �� �lim lim

7Ä∞ 7Ä∞
7 7�" 7�"

œ � 0 Bß ? B � <? B � 2 Bc d� � � � � �� �
pero

Q ? B œ P ? B � <? B œ � 0 Bß ? B � <? B � 2 Bc d� � c d� � � � � � � � � �� �
Luego

   en
 c d� � c d� � � �� �
¹

P ? B œ � 0 Bß ? B � 2 B

? œ !

H

`H

�

48.Para cada existe una única función que cumple .0 − J ? − P ? œ 0� c d
Además existen constantes (la cual depende de un número5 � !"

" − !ß " 5 � !� � fijo) y tales que:#
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� �l l l lc d+ ? Ÿ 5 P ?� " J� �l l l lc d, ? Ÿ 5 P ?"� # ∞"

donde es el espacio de Banach conformado por las funcionesJ
0 − G Ð ‚ dÑ 0 ß > � X œ 0 Bß >�α H , tales que , con la norma . definida� � � � l lJ
por l l l l0 œ 0G Ð ‚ !ßX Ñ Jα H c d
♣

ENUNCIADO DEL PROBLEMA

INTRODUCCIÓN

El propósito del presente trabajo es hallar una solución de un� �?ß @
sistema no lineal la cual tiene el mismo espíritu de todos los fascículos
que he puesto en el ciber espacio para que el interesado vea un tipo de
problema con mucha exigencia y que frecuentemente se conoce como
una investigación en ecuaciones diferenciales. El problema está dado por

 en
en� �Û

ÚÝ
ÝÜ

c d� � � �c d� � � � � �c d� � � �c d� � � � � �
¹ ¹M

P ? Bß > œ ? Bß > + Bß > � + ? Bß > � + @ Bß > ‚ d�

P @ Bß > œ @ Bß > , Bß > � , @ Bß > � , ? Bß > ‚ d�

? œ !ß @ œ�

" #

" #

` ‚d ` ‚d

H

H

H H

� !

donde es un dominio acotado de de clase conH Hd ß R   # ß ` GR #�α

! � � "ßα

P ? œ � + � , � -?c d � �� �`? ` ? `?
`> `B `B `B

3ß4œ" 3œ"

R R

34 3
#

3 4 3

+ Bß > � !ß , Bß > � !ß + œ + ß , ß - Ÿ !� � � � � �34 43 3 son funciones periódicas con
período , además y son constantes positivas.X + ß + ß , ß ," # " #

Se hallará la solución del problema bajo las hipótesis generales� �M
siguientes:� � � �" + Bß > � -"� �# + ß + ß , ß , + � , ß , � + ßSe toman tales que" # " # " # " #

! � + , � + , � "" " # #

! � + + � + , � "" # # #

 .+ , � + , � + + � + ," " # # " # # #

En esta forma es posible hallar valores de y tan grandes que+ ,
y, � � ! " � �, -�+,

+ +
# # "

"

- 7

donde con  .7 œ 7 7 œ #ßˆ ‰ ˜ ™+ + �+ ,
+ , �+ , +

‡ ‡ ," # # #

" " # #
max� �$ , � , ? se toma suficientemente grande de manera que es tal que# ! #-

! � � "- -# #, entonces es el valor propio principal del problema de
frontera dado por

 en

en
� � 
 c d � �

¹MM
P ? œ , � , ? ‚ d

? œ !ß @ � ! ‚ d�

- H

H

# !

` ‚dH
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y con la única solución del problema?!

 en

en
� � 
 c d � �

¹MMM
P ? œ ? + � + ? ` ‚ d

? œ ! ß ? � ! ‚ d�

"

` ‚d

H

H
H

donde con , y donde es el valor propio+ œ + � + " � � �7 7 7 -! ! "+
-"

principal del problema
en

  en
� � 
 c d

¹MZ
P ? œ ? ` ‚ d

? œ ! ‚ d�

- H

H
` ‚dH

con función propia asociada a y .: - :! " ! ∞l l œ "

§1. MÉTODO DE ITERACIÓN MONÓTONA

Este parágrafo será dedicado a la demostración de algunos lemas que
facilitan la prueba final del problema y en los cuales se presenta un� �M
modelo de convergencia monótona siguiendo ideas dadas por el profesor
Luis Ortega en el seminario de ecuaciones diferenciales parciales 18 .c d
Consideremos el espacio funcional dado por„

 =„ Hš ›‚ � � � � ¹? − G Ð ‚ dÑ ? Bß > � X œ ? Bß > ß ? œ !�
#�

` ‚d

α

H

con la norma

l l l l � ¼ ¼? œ ? � ?„ α
H H

α#�
‚ !ßX

3Þ4œ"

R

B B
‚ !ßXl l c d

3 4

„ es un espacio de Banach, en este espacio valen las siguientes
desigualdadesl l l lc d? Ÿ 5 P ?#�

‚ !ßX
α α

H c d
l l l lc d? Ÿ 5 P ? ß ? −"� ∞" „

Sea

„ „ „œ ?ß @ − ‚ ? œ !ß @ œ !� �š ›� � ‚ ¹ ¹
` ‚d ` ‚dH H

con la normal l e f� � l l l l?ß @ œ ? ß @„ α αmax #� #�

„ es un espacio de Banach.
Usando los métodos de iteración monótona y bifurcación global, daremos
nueve lemas que llevan a la existencia de la solución del problema .� �M
DEFINICIÓN: A un par de funciones se le denomina supersolución de� �?ß @� �M si
? \ß > � X œ ?ÐBß >Ñ ß @ Bß > � X œ @ Bß > ‚ d ?ß @ − G ‚ d� �� � � � � � ˆ ‰  en ,H H#�α

y satisfacen la siguiente desigualdades
  en
en

     en

Ú
ÛÜ

c d c dc d c dP ?   ? + � + ? � + @ ‚ d
P @   @ , � , @ � , ? ‚ d
?   ! ß @   ! ` ‚ d

" #

" #

H

H

H
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Análogamente, un par de funciones es una subsolución de si las� � � �?ß @ M
funciones y satisfacen las desigualdades? @

  en
en

   en

Ú
ÛÜ

c d c dc d c dP ? Ÿ ? + � + ? � + @ ‚ d
P @ Ÿ @ , � , @ � , ? ‚ d
? Ÿ ! ß @ Ÿ ! ` ‚ d

" #

" #

H

H

H

? Bß > � X œ ? ß @ Bß > � X œ @ Bß > ß ?ß @ − G ‚ !ß X� �� � � � � � c dˆ ‰#�α H .

PRINCIPIO FUERTE DEL MÁXIMO. Supongamos que ? − G ‚ d ß P ? Ÿ !#�αˆ ‰ c dH

en y obtiene un máximo en en un puntoH H‚d ? ‚ d
T œ B ß > − ‚ d ? T � ! ? œ ? T ‚ +ß >�
! ! ! ! ! !� � � � � � c dH H. Si  entonces en .

LEMA " ? ? @ @ − G ‚ d. Si , , , son funciones tales que satisfacen#� �H� � c d � �+ P ? Ÿ ? + � + ? � + @ ‚ d" #  en H� � c d � �, P ?   ? + � + ? � + @ ‚ d" #  en H� � c d � �- P @ Ÿ @ , � , @ � , ? ‚ d" #   en H� � c d � �. P @   @ , � , @ � , ? ‚ d" # en H

� � ¹/ ? œ !ß ! Ÿ ? Ÿ ?ß ! Ÿ @ Ÿ @ ‚ d�
` ‚dH

  en H

donde ? Bß > � X œ ? Bß > ß @ Bß > � X œ @ Bß > ß ?ß @ − G ‚ d� �� � � � � � � � ˆ ‰#�α H

? Bß > � X œ ? Bß > ß @ Bß > � X œ @ Bß > ß ?ß @ − G ‚ d� �� � � � � � � � ˆ ‰#�α H

entonces existe una solución del problema tal que� � � �?ß @ M
en? Ÿ ? Ÿ ? ß @ Ÿ @ Ÿ @ ‚ dH

DEMOSTRACIÓN: Se define la siguiente truncación

� �� � Û
Ú
Ü

� � � � � �� � � � � � � �� � ˆ ‰3 H? Bß > œ ? − G ‚ d
? Bß > ? Bß > � ? Bß >
? Bß > ? Bß > Ÿ ? Bß > Ÿ ? Bß >
?ÐBß >Ñ ? Bß > � ?ÐBß >Ñ

si
si
si

para #�α

� �Z

� �� � Û
Ú
Ü

� � � � � �� � � � � � � �� � ˆ ‰3 H@ Bß > œ @ − G ‚ d
@ Bß > @ Bß > � @ Bß >
@ Bß > @ Bß > Ÿ @ Bß > Ÿ @ Bß >
@ÐBß >Ñ @ Bß > � @ÐBß >Ñ

si
si
si

para #�α

Para definimos?ß @ − „

� � œ � � � �c d� � � �� � � �c d� � � �Z M
2 ?ß @ œ ? + � + ? � + @
2 ?ß @ œ @ , � , @ � , ?
" " #

# " #

3 3 5

5 5 3

Consideramos ahora el operador dado porX
X ?ß @ œ 4 ‰ 2 ?ß @ ß 4 ‰ 2 ?ß @� � � �� � � �" #

donde   , siendo4 œ 3 ‰ P!
�"� �� � c d c dˆ ‰ ˆ ‰��P À G ‚ !ß X G ‚ !ß X�" #�α αH H

3 À G ‚ !ß X G ‚ !ß X!
#�α αˆ ‰c d � ��� c dH H

funciones completamente continuas. Consideremos el problema
  en
en� � Û

ÚÝ
ÝÜ

c d � �c d � �
¹ ¹Z MM

P ? œ 2 ?ß @ ‚ d
P @ œ 2 ?ß @ ‚ d

? œ !ß @ œ !� �

"

#

` ‚d ` ‚d

H

H

H H
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Mostremos que tiene solución y que toda solución de es� � � �Z MM Z MM
solución de , para eso consideremos tres etapas:� �M
Primera etapa: aplica en  , puesto queX „ „

2 ?ß @ ß 2 ?ß @ −" #� � � � „

esto dado que , y de las definiciones de? œ @ œ ? œ ! ?¹ ¹ ¹
` ‚d ` ‚d ` ‚dH H H

3

y .5@
Por el teorema del punto fijo de Schauder existen =ß D − G Ð ‚ !ß X Ñ#�α H c d
únicos tales que y , así= œ 4 ‰ 2 ?ß @ D œ 4 ‰ 2 ?ß @" #� � � �

y� � � � � �=ß D œ X ?ß @ =ß D − „

Por otra parte se sabe que existe tal que5 � !l l l l4 ‰ 0 Ÿ 5 0#�α ∞

donde . De aquí0 œ P ?c d
,l l l l l l l l� � � � � � � �4 ‰ 2 ?ß @ Ÿ 5 2 ?ß @ 4 ‰ 2 ?ß @ Ÿ 5 2 ?ß @" " # ##� ∞ #� ∞α α

Se puede por lo tanto encontrar una constante de manera que<
5

, y,l l l l� � � �2 ?ß @ Ÿ 2 ?ß @ Ÿ" #∞ ∞
< <
5 5

Luego en particular si se tiene� � � �?ß @ − F !<l l e f� � l l l l� � � �X ?ß @ Ÿ 5 2 ?ß @ ß 2 ?ß @ Ÿ 5 œ <„ max " #∞ ∞
<
5

por lo tanto
 .X F ! § F !�

ˆ ‰� � � �< <

Segunda etapa: Por el teorema de Schauder para operadores parabólicos� � c d c dˆ ‰ ˆ ‰��P À G ‚ !ß X G ‚ !ß X�" #�α αH H

3 À G ‚ !ß X G ‚ !ß X!
#�α αˆ ‰ ˆ ‰c d c d��H H

son funciones completamente continuas. Veamos que el operador esX
completamente continuo.
3 X ?ß @ � ? ß @ Ä !. : Si , vemos quees continuo l l� � � �" " „l l� � � �X ?ß @ � X ? ß @ Ä !" " „

también, comol l� � � �X ?ß @ � X ? ß @ œ" " „

œ 4 ‰ 2 ?ß @ � 4 ‰ 2 ? ß @ ß 4 ‰ 2 ?ß @ � 4 ‰ 2 ? ß @maxe fl l l l� � � � � � � �" " " " # # " "#� #�α α

Mostraremos un poco más adelante que
y  -l l l l l l l l3 3 5 5? � ? Ÿ ? � ? @ @ Ÿ @ � @" " " "∞ ∞ ∞ ∞

y como
yl l l l l l l l� � � � � � � �? � ? Ÿ ?ß @ � ? ß @ @ � @ Ÿ ?ß @ � ? ß @" " " " " "∞ ∞„ „

por transitividad se sigue
y - .l l l l l l l l� � � � � � � �3 3 5 5? � ? Ÿ ?ß @ � ? ß @ @ @ Ÿ ?ß @ � ? ß @" " " " " "∞ ∞„ „

Por otra parte son conocidas las siguientes desigualdadesl l l l l l l l l l l l0 Ÿ 0 Ÿ 0 Ÿ 5 0 Ÿ 5 5 P0 Ÿ 5 P0#� "� #ß: : ∞" " #α α α

de donde se sigue quel l l l4 ‰ 0 Ÿ 5 0#� ∞α

por lo tantol l l l� � � � � �� �� � � �4 ‰ 2 ?ß @ � 4 ‰ 2 ? ß @ Ÿ 5 P 4 ‰ 2 ?ß @ � 2 ? ß @" " " " " " " "#� ∞α
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Ÿ 5 2 ?ß @ � 2 ? ß @ Ÿl l� � � �" " " " ∞

Ÿ 5 + ? � ? � + ? � ? � + ? @ � ? @� ‘l l � � � � l l¼ ¼3 3 3 3 3 5 3 5" " " # " "∞ ∞
# #

∞

Ÿ 5 + ? � ? � #+ ? ? � ? � + @ ? � ? � ? @ � @c dl l l l l l � �l l l l l l l l" " " # " "∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

Luego l l� � � �4 ‰ 2 ?ß @ � 4 ‰ 2 ? ß @ Ä !" " " " #�α

Análogamente se obtiene que .l l� �4 ‰ 2 ?ß @ � 4 ‰ 2 Ä !# # #�α

De esto se deduce que
cuando .l l l l� � � � � � � �X ?ß @ � X ? ß @ Ä ! ?ß @ � ? ß @ Ä !" " " "„ „

33 ? ß @. : Sea en una sucesiónX 6es comp etamente continuo e f� �8 8 8œ"
∞

„

acotada, así existe una constante tal que para todo ,5 ? ß @ Ÿ 5 8% 8 8 %l l� � „

veamos que tiene una subsucesión convergente en la normae f� �X ? ß @8 8

de .„
Para la definición de la norma en se sigue que„l l l l? Ÿ 5 ß @ Ÿ 58 % 8 %#� #�α α

Sean y entonces5 œ # ? ß ? ß 5 5 œ # @ ß @ ß 5& % ' %#� #� #� #�max maxe f e fl l l l l l l lα α α α

para todo tenemos8l l l l3 5? Ÿ 5 ß @ Ÿ 58 8#� #�α α5 6

Como en vale la desigualdad  .„ „l l l l� �? Ÿ 5 P ? ß ? −"� ∞"

Dado que , tenemosX ? ß @ œ 4 ‰ 2 ? ß @ ß 4 ‰ 2 ? ß @� � � �� � � �8 8 " 8 8 # 8 8l l l l l l� � � � � �� �4 ‰ 2 ? ß @ Ÿ 5 P 4 ‰ 2 ? ß @ œ 5 2 ? ß @" 8 8 " 8 8 " 8 8"� ∞ ∞"

œ 5 ? + � + ? � + @ Ÿ 5 + ? � + ? � + ? @ Ÿ 5l l l l l l l l l l� � ˆ ‰3 3 58 " 8 # 8 " # &∞ ∞ ∞ ∞ ∞
#

Luego es una sucesión acotada ene f c d� � ˆ ‰4 ‰ 2 ? ß @ G ‚ !ß X" 8 8 8œ"
∞ #�α H

entonces posee una subsucesión convergente a algún
0 − G ‚ !ß X 4 ‰ 2 ? ß @� �" #�

" 8 8 5œ"
∞α� � e fc d � �H denotémosla   y

5 5

, cuando .¼ ¼� �4 ‰ 2 ? ß @ � 0 Ä ! 5 Ä ∞" 8 8
"

#�5 5
� �

α

Además para cada , podemos tomar  entonces5 4 ‰ 2 ? ß @ œ !�� �¹� �" 8 8
` ‚d

5 5
H

 .0 œ !�� �"
` ‚d
¹

H

Por otra parte la sucesión tiene a su vez una sucesióne f� �4 ‰ 2 ? ß @# 8 85 5

convergente que también denotamos para la cual existee f� �4 ‰ 2 ? ß @# 8 85 5

0 − G Ð ‚ !ß X Ñ 4 ‰ 2 ? ß @ � 0 œ !� � � �# #� #

5Ä∞
# 8 8 #�

α
α

H c d � �¼ ¼tal que  .lim
5 5

Como para cada , , entonces .5 4 ‰ 2 ? ß @ œ ! 0 œ !� �� �¹ ¹� �# 8 8
` ‚d ` ‚d

#
5 5

H H

� �
Luego en total, hemos encontrado una subsucesión dee f� �X ? ß @8 8 8œ"

∞
5 5e f� � ˆ ‰X ? ß @ 0 ß 0 −8 8 8œ"

∞ " #tal que existe para el cual se satisface que� � � � „

lim
5Ä∞

8 8
" #¼ ¼� � ˆ ‰X ? ß @ � 0 ß 0 œ !

5 5
� � � �

„

con lo cual hemos probado que  es completamente continuo.X
Ahora , es cerrada en , no vacío, acotado y convexo. Por laF !ß ! §�<� �� � „ „

primera etapa sabemos que . Entonces por elX F !ß ! § F !ß !�
ˆ ‰� � � �� � � �< <

teorema del punto fijo de Schauder existe , tal que� � � �� �?ß @ − F !ß !<

X ?ß @ œ ?ß @� � � �,  esto es;
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? œ 4 ‰ 2 ?ß @ Í P ? œ 2 ?ß @" "� � c d � �
@ œ 4 ‰ 2 ?ß @ Í P @ œ 2 ?ß @# #� � c d � �

Así   es solución del problema� � � �?ß @ \MM
Para finalizar la segunda etapa, probemos que l l l l3 3? � ? Ÿ ? � ?" " ∞

(la afirmación se hace en forma semejante).l l l l5 5@ � @ Ÿ @ � @" " ∞

Para analizamos ocho casos para y� � � � � �Bß > − ‚ d ? Bß > ? Bß >H "

veamos dos, pues los otros seis se hacen en forma análoga
3Þ ? Bß > Ÿ ? Bß > ? Bß > ? Bß > ß ? Bß > Ÿ ? Bß >Si , , o si    entonces� � � � � � � � � � � �" "� �� � l l3 3? � ? Bß > œ ! Ÿ ? � ?" " ∞

33Þ ? Bß > Ÿ ? Bß > ß ? Bß > Ÿ ? Bß >Si  entonces� � � � � � � �"

etc¸ ¸ ¸ ¸� � � � l l3 3? � ? œ ? Bß > � ? Bß > Ÿ ? � ? â" " " ∞

Tercera etapa: Sea solución de , para probar que es� � � � � �?ß @ Z MM ?ß @
también solución de basta ver que y que en  o� �M @ œ @ ? œ ? ‚ d5 3 H

sea ver que en , se tiene y  .H‚d ? Ÿ ? Ÿ ? @ Ÿ @ Ÿ @
Consideremos los siguientes conjuntos:

E œ Bß > − ‚ dÎ? Bß > � ? Bß > ß" e f� � � � � �H

E œ Bß > − ‚ dÎ? Bß > � ? Bß > ß# e f� � � � � �H

E œ ÐBß >Ñ − ‚ dÎ? Bß > Ÿ ? Bß > Ÿ ? Bß > ß$ e f� � � � � �H

F œ ÐBß >Ñ − ‚ dÎ@ Bß > � @ Bß > ß" e f� � � �H

F œ ÐBß >Ñ − ‚ dÎ@ Bß > � @ Bß ># e f� � � �H

F œ ÐBß >Ñ − ‚ dÎ@ Bß > Ÿ @ Bß > Ÿ @ Bß >$ e f� � � � � �H

En se tieneH‚d

P ? � ?   + ? � ? � + ? � ? � + ? @ � ?@� � � � � � � � � �ˆ ‰ � �� �3 3 3 5" #
# #

Si ø existirá para el cual . Sea laE Á C ß > − E ? C ß > � ? C ß >" "
‡ ! ‡ ! ‡ !� � � � � � m

componente conexa de con . Por la continuidad deE C ß > − ? � ?ß"
‡ !� � m m

contiene una cierta vecindad de . En , luego , en� �C ß > ? � ? ? œ ? `‡ ! m 3 m

se tiene . De modo que en se tiene? œ ? m

P ? � ?   + ? @ � @   !� � � �# 5

De donde por el principio del máximo se sigue que
max max
m m

� � � �? � ? œ ? � ? œ !
`

De aquí que para todo se tendría pero esto� � � � � � � �Bß > − ? Bß > Ÿ ? Bß > pom

contradice la definición de . Luego para todom H� �Bß > − ‚ dß
? Bß >   ? Bß > E œ� � � � o sea ø."

De la misma manera se puede demostrar que ø.E œ#

Ahora en se tieneH‚d

P @ � @   , @ � @ � , @ � @ � , ? @ � @ ?c d � � � � � �ˆ ‰ � �� �5 5 5 3" #
# #

Si ø existe tal que .F Á ß B ß > − F @ B ß > � @ B ß >" "
‡ ‡ ‡ ! ‡ !� � � � � �

Sea la componente conexa de , con , por lo menos existeW F B ß > − W"
‡ !� �

una vecindad de tal que para todo en esa� � � � � � � �B ß > @ Bß > � @ Bß > Bß >‡ !

vecindad, esto dado que es continua. En se tiene  y@ � @ W @ Bß > � @ Bß >� � � �
en , así en , entonces`W @ Bß > œ @ Bß > @ œ @ W� � � � 5

yP @ � @   , @ ? � ? , @ ? � ? Ÿ !Þ� � � � � �# #3 3
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Se tiene ahora dos posibilidades
o,P @ � @   !ß , @ ? � ? Ÿ P @ � @ Ÿ !c d � � c d# 3

Si , por el principio del máximo se sigue queP @ � @   !c d
max max
W `W

� � � �@ � @ œ @ � @ œ !

De donde para todo se tendría , esto es� � � � � � � �Bß > − W @ Bß > Ÿ @ Bß > po
contradictorio con la definición de .W
Si , por el principio del máximo se sigue que, @ ? � ? Ÿ P @ � @ Ÿ !# � � c d3

min min
W `W

� � � �@ � @ œ @ � @ œ !

Nuevamente se sigue que para todo esto es� � � � � � � �Bß > − Wß @ Bß > Ÿ @ Bß > ß po
contradictorio con la definición de .W
Luego para todo así ø.� � � � � �Bß > − ‚ dß @ Bß > Ÿ @ Bß > F œH "

Por un método análogo se demuestra que ø.F œ#

Se sigue entonces que y o sea y .E œ ‚d F œ ‚d @ œ @ ? œ ?$ $H H 5 3

Por lo tanto  es solución de , pues se tiene� � � �?ß @ M
2 ?ß @ œ ? + � + ? � + @" " #� � c d
2 ?ß @ œ ? , � , @ � , ?# " #� � c d

además   ,   en  .? Ÿ ? Ÿ ? @ Ÿ @ Ÿ @ ` ‚ dH

LEMA # − G Ð ‚ dÑ. Existe una única solución del problema) H#�α

  en

  en
� � 
 c d c d

¹Z MMM
P ? œ ? +7 � + ? ‚ d

? œ ! ß ? � ! ‚ d�

‡
"

` ‚d

H

H
H

donde 7 œ #ß‡ , Bß>
+ Bß>maxš ›� �� �

DEMOSTRACIÓN: +. Sea una subsolución y una supersolución delA A" #

problema tales que en . Entonces� �Z MMM A Ÿ A ‚ d" # H

en
enœ c d c dP A Ÿ A +7 � + A ‚ d

A Ÿ ! ` ‚ d
" " " "

‡

"

H

H

   en
enœ c d c dP A   A +7 � + A ‚ d

A   ! ` ‚ d
# # " #

‡

#

H

H

Sea , para algún tal que es2 ? œ ? 7 + � + ? � <? < � ! 2 ?� � c d � �‡
"

estrictamente creciente en el intervalo

– —inf sup
H H‚d ‚d

A ß A" #

Construyamos inductivamente una sucesión y una sucesiónš › š ›? ?8 8
" #� � � �

así, por el teorema de Schauder para operadores del tipo parábolico,
existen tales que? ß ? − G ‚ d" "

" # #�� � � � α� �H

 en  , 
Ú
ÛÜ

’ “ � �
¹

P ? � <? œ 2 A ‚ d 3 œ "ß #

? œ ! ß 3 œ "ß #�

" "
3 3

3

"
3

` ‚d

� � � �
� �

H

H

y para cada , existen por el teorema de Schauder8   " ? ß8�"
"� �

? − G ‚ d8�"
# #�α� �H tales que
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  en  ,
Ú
ÛÜ

’ “ Š ‹
¹

P ? � <? œ 2 ? ‚ d 3 œ "ß #

? œ !�

8�" 8�"
3 3 3

8

8�"
3

` ‚d

� � � � � �
� �

H

H

Dada la monotonía de y la construcción recurrente anterior se puede2
probar por inducción que para todo 8 œ "ß #ß $ßá� �M A Ÿ ? Ÿ A à A Ÿ ? Ÿ A" # " #8 8

" #� � � �
� �MM ? Ÿ ?8

" "
8�"

� � � �
� �MMM ? Ÿ ?8

# #
8�"

� � � �
� �Z M ? Ÿ ?8 8

" #� � � �
Ahora, si por la acotación y monotonía de las sucesiones� �Bß > − ‚ dH

š › š › � � � �� �? Bß > ? ? Bß > ß ? Bß >8 8
" #

8œ" 8œ"

∞ ∞
" #� � � � � � � �y  existen y , tales

ylim lim
8Ä∞ 8Ä∞

8 8
" #" #? Bß > œ ? Bß > ? Bß > œ ? Bß > "
� � � �� � � �� � � � � � � � � �

Sean ahora tales que , entonces para todo" α "ß : ! � � � " � R
:

8 œ "ß #ß $ßá O ßO ßO � !existen constantes tales que no dependen de" # $

8 y ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½ ½’ “ ’ “? Ÿ O ? Ÿ O O P ? Ÿ O O O P ? ß 3 œ "ß #8 8 8 8
3 3 3 3

"� #ß: : ∞
" " # " # $ "

� � � � � � � �
"

donde , el cual también es un operador parabólico. SeaP ? œ P ? � <?"c d c d
G œ O O O" # $ entonces½ ½ ½ ½ � �’ “? Ÿ G P ? ß 3 œ "ß # #8 8

3 3

"� ∞
"

� � � �
"

Pero,

,½ ½ ½ ½’ “ Š ‹P ? œ 2 ? Ÿ Q 3 œ "ß #" "8 8
3 3

∞ ∞

� � � �
con

Q œ A +7 � + A � < A" # " # #∞ ∞ ∞
‡l l � �l l l l

Luego de � �#
,½ ½ � �? Ÿ GQ 3 œ "ß # $8

3

"�
"

� �
"

De y el hecho que es la inclusión, la cual� � ˆ ‰ ˆ ‰��$ 3 À G ‚ d G ‚ d"� "�" αH H

es compacta, se sigue que la sucesión tiene unaš › š ›Š ‹3 ? œ ?8 8
" "� � � �

subsucesión que denotamos también convergente a una ciertaš ›?8
"� �

función en la norma de luego también en la norma de? G ‚ d"�αˆ ‰H

G ‚ dαˆ ‰H .

Análogamente va a poseer una subsucesión queš › š ›Š ‹3 ? œ ?8 8
# #� � � �

denotamos también convergente a una cierta función en la normaš ›? ?8
� �2

de , luego también en la de .G ‚ d G ‚ d"�α αˆ ‰ ˆ ‰H H

lim
8Ä∞

8 8
# # ‚ ß<½ ½ ½ ½? � ? œ ! Í ? � ? Ä ! 8 Ä ∞
� � � � � ‘

α α

H X
#

cuando � �%
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lim
8Ä∞

8 8
" " ‚ ß<½ ½ ½ ½? � ? œ ! Í ? � ? Ä ! 8 Ä ∞
� � � � � ‘

α α

H X
#

cuando

para algún . Sea una función suave tal que< � X
# 9

y para9 9ˆ ‰ � �X
# œ ! > œ " > � X

Sea , puesto que8 � 7   "

 en y9 H HŠ ‹ � ˜ ™? � ? œ ! ` ‚ ß∞Ñ ` ‚ ß 3 œ "ß #8 7
3 3 X X

# #

� � � �
para cualquier , entonces existe una constante independiente de< � OX

# %

7 8y tal que

½ ½ ½ ½Š ‹ Š ‹Š ‹9 9? � ? Ÿ O P ? � ?8 7 8 7
3 3 3 3

#�

‚ ß< ‚ ß<

% "
� � � � � � � �� ‘ � ‘

α α

H HX X
# #

Ÿ O O ? � ?& ' 8 7
3 3 ‚ ß<½ ½� � � � � ‘

α

H X
#

Puesto que

½ ½ ½ ½Š ‹ Š ‹Š ‹P ? � ? œ ? � ?" 8 7 8 7
3 3 3 3‚ ß< ‚ ß<

w9 9
� � � � � � � �� ‘ � ‘

α α

H HX X
# #

Ÿ O ? � ?& 8 7
3 3 ‚ ß<½ ½� � � � � ‘

α

H X
#

Así si se tiene< � X

½ ½ ½ ½ ½ ½Š ‹? � ? Ÿ ? � ? Ÿ O O ? � ? ß 3 œ "ß #8 7 8 7 8 7
3 3 3 3 3 3

#� #�

‚ X ß< ‚ ß< ‚ ß<

% &
� � � � � � � � � � � �c d � ‘ � ‘

α α α

H H H

9
X X
# #

Entonces y son sucesiones de Cauchy en porš › š › c dˆ ‰? ? G ‚ !ß X8 8
" # #�� � � � α H

el teorema de extensión de Tietze se tiene que también son sucesiones
de Cauchy en , como éste es un espacio de Banach existenG ‚ d#�αˆ ‰H

?ß ? − G Ð ‚ dÑs ss #�α H tales que

lim lim
8Ä∞ 8Ä∞

8 8
" #

#� #�
½ ½ ½ ½ � �? � ? œ !ß ? � ? œ ! &s ss

� � � �
α α

Por lo tanto de y la construcción de y en se� � � � � � � � � �% ß & ? Bß > ? Bß > "� � � �" #

tiene
? Bß > œ ? Bß > œ ? Bß > ß ? Bß > œ ? Bß > œ ? Bß > − G Ð ‚ dÑs ss� � � �" # #�� � � � � � � � � � � � α H

y de al tomar límite cuando se obtiene que� �" 8 Ä ∞

       en
    en

,

ÚÝÝÛÝÝÜ
c d c d� ‘ � ‘
¹ ¹

P ? � <? œ ? 7 + � + ? � C? ‚ ds s s s s

P ? � <? œ ? 7 + � + ? � <? ‚ ds s s s ss s s s s

? œ ! ? œ !s s� �s

‡
"

‡
"

` ‚d ` ‚d

H

H

H H

De esto se tiene que : y son soluciones de y de , , ,? ? Z MMM M MM MMMs ss � � � � � � � �
y se tiene que� �MZ

A Ÿ ? Ÿ A ß A Ÿ ? Ÿ A ß ? Ÿ ?s s s ss s
" # " #

Lo cual implica que en total cumplen?ß ?s ss

en  .A Ÿ ? Ÿ ? Ÿ A ‚ ds ss" # H

, � !. Seleccionemos un número , suficientemente pequeño tal que"

 en- " : H" " "
‡� + � + Bß > 7 ‚ d� �

y denotemos por  .? œ�� �"
"":

Tenemos
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- ": " : ": - ": ": " :" " " " " " " "
# # ‡ ‡ # #

" "� + Ÿ +7 Í Ÿ +7 � +

o sea que
-" "

" " ‡ "? Ÿ ? +7 � + ?� � � � � �ˆ ‰
Esta desigualdad implica que

  enP ? œ Ÿ ? +7 � + ? ‚ d�� ‘ ˆ ‰� � � � � �" " ‡ "
" " "- ": H

entonces  es una subsolución para .? Z MMM� �" � �
Tomemos un número suficientemente grande, tal que5 � !

en  , en+7 � + 5 � ! ‚ d 5 � ? ‚ !ß X‡ "
" H H� � c d

y denotemos , así? œ 5� �#
 enP 5 œ P ? œ � -5   ! � ? +7 � + ? ‚ dc d � ‘ � ‘� � � � � �# # ‡ #

" H

Por lo tanto  es una supersolución de .? Z MMM� �# � �
- ß Z MMM +Þ ? ßs ss. Sean las soluciones de dadas por la parte ahora para) ) � � � �"
? ,Þ� �# de la parte se tendrá

en? Ÿ Ÿ Ÿ ? ‚ ds ss� � � �" #) ) H

Sea ahora , cualquier solución de tal que yD Z MMM D − G Ð ‚ dÑ D � !� � #�α H

en . Sea constante positiva tal que y enH‚d ? ? � ? ? � D! ! !
# # ##

∞
� � � � � �� � l l

H‚d ? œ ? ß D; por ejemplo !
# #

∞
� � � �sup

H‚ !ß Xc d
˜ ™l l
puesP ? œ � -?   ! - Ÿ !’ “! !

# #� � � �
Ahora

0 Bß > ß ? œ ? 7 + � + ? Ÿ ? 7 + � + ? � ! Ÿ P ?Š ‹ Š ‹ ’ “� � ˆ ‰
! ! ! ! !
# # # # #‡ ‡ #

" "
� � � � � � � � � �� �

Luego

   en
Ú
ÛÜ

’ “ Š ‹� �
¹

� P ? � 0 Bß > ß ? Ÿ ! ‚ d

? � !   !

! !
# #

!
#

` ‚d

� � � �
� �

H

H

entonces  es una supersolución de .? Z MMM!
#� � � �

Sea ahora , tal que  en= � ! = �7 + � + D � ! ‚ d‡
" H

Entonces
P D � =D œ D +7 � + D � =D œ D = �7 + � + D � !c d � � � �‡ ‡

" "

Es conocido, del lema 2 del teorema A que se demuestra en el apéndice"

y del hecho de que es de clase , que en y se` ‚ d G � ! ` ‚ dH H#� `D
` p

α
(

puede mostrar que existe tal que$" � !

D � � !$ :" "

incluso podemos seleccionar . Así se define , entonces en$ " $ :" " "!
"

� ? œ
� �

H‚d se tiene

P ? œ œ ? � ? 7 + � + Ÿ ? 7 + � +’ “ � � � �! ! ! !
" " " "

" " " " " " " " "
‡ ‡� � � � � � � �

$ - : - ": : $

yœ ? 7 + � + ? ? œ ! Ÿ !�! ! !
" " "‡

"
` ‚d

� � � � � �Š ‹ ¹
H

Luego es subsolución de y se tiene? Z MMM!
"� � � �

 en ;  en ;? � D ‚ d ? � ? ‚ d ? œ !�! ! !
" " ""

` ‚d

� � � � � �� �H H ¹
H
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En resumen se tiene
   en? Ÿ D Ÿ ? ‚ d '! !

" #� � � �
H � �

  en? Ÿ ? Ÿ Ÿ Ÿ ? Ÿ ? ‚ d (s ss
! !
" "" #� � � �� � � �) ) H � �

Como y son respectivamente subsolución y supersolución de? ?! !
" #� � � �

� �Z MMM ? Ÿ ? ‚ d +Þy en , entonces por la parte existen! !
" #� � � �

H

Dß D − G Ð ‚ dÑ Z MMMs ss #�α H soluciones de tales que� �
en? Ÿ D Ÿ D Ÿ ? ‚ d )s ss! !

" #� � � �
H � �

Además por y y la parte� � � � � �' ( +

enD Ÿ D Ÿ D ‚ d *s ss H � �
enD Ÿ Ÿ Ÿ D ‚ d "!s ss s ss

) ) H � �
y cumplenDß Ds ss

             en
en

ÚÝÝÛ � �ÝÝÜ
� �ˆ ‰
¹ ¹

P D œ D ‚ ds s

P D œ D ‚ ds ss s

D œ !ß D œ !s s� �s
""

H

H

` ‚d ` ‚dH H

donde yT œ 7 + � + D U œ 7 + � + Ds ss‡ ‡
" "

Como en , entonces en , luego por el� + D   � + D ‚ d T Ÿ U ‚ds ss" " H H

teorema de comparación del apéndice, y como no cambian deDß D � !s ss

signo, entonces en , luego en , de esto y deT œ U ‚d D œ D ‚ d *� s ssH H � �
y se tiene que� �"!

en  .D œ œ ‚ ds ss) ) H

Esta única solución positiva en de con laH H‚d Z MMM D − G Ð ‚ dÑ� � #�α

denotaremos con , es la solución deseada y la demostración del lema)

queda completa.
�

LEMA . Sea la solución obtenida por el problema del lema$ Z MMM #Þ) � �
entonces el sistema

 en
en� � Û

ÚÝ
ÝÜ

c d � �c d � �
¹ ¹M\

P ? œ ? 7 + � + ? � + @ ‚ d
P @ œ @ 7 + � , @ � , ? ‚ d

? œ !ß @ œ !� �

‡
" #

‡
" #

` ‚d ` ‚d

H

H

H H

tiene al menos una solución con positivas en  y� �?ß @ ?ß @ ‚ dH

?ß @ − G Ð ‚ dÑ#�α H .
DEMOSTRACIÓN: Sean con , por determinar y tales que? œ ß @ œα ) " ) α "" " " "� � � �?ß @ M\ ‚ dsea solución de prueba de . Entonces en H

œ c dc dα ) α) α ) " )

" ) ") " ) α )
" " " # "

‡

" " " # "
‡

P œ Ð7 + � + � + Ñ
P œ Ð7 + � , � , Ñ

Por hipótesis
 en
 c d

¹
P œ Ð+7 � + Ñ ‚ d

œ !�

) ) ) H

)

‡
"

` ‚dH

Como , tenemos el sistema?ß @ œ !�¹
` ‚dH
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α ) ) α ) α ) " )" " " " " # "
‡ ‡Ð Ð+7 � + ÑÑ œ 7 + � + � +� �

" ) ) " ) " ) α )" " " " " # "
‡ ‡Ð Ð+7 � + ÑÑ œ 7 + � , � ,� �

Luego si y   en , se tieneα " ) H" "Á !ß Á ! � ! ‚ d

 + + œ + +" " " # "α "

+ œ , � ," # " " "α "

de donde se obtiene
α "" "

+ , �+ +
+ , �+ , + , �+ ,

+ �+ ,
œ ß œ" " " # "

" " # # " " # #

#
" #

Ahora es claro que satisface ya que .� � � �α ) " ) α ) " ) H" " " "
#�ß M\ ß − G Ð ‚ dÑα

Además de la hipótesis general tenemos y de donde� �# + � , , � +" # " #

+ , � + , � !ß + � + , � !" " # # " #"
#

teniéndose que y en , esto demuestraα " α ) " ) H" " " "� !ß � ! � !ß � ! ‚ d

el lema.
�

Tomemos ahora tal que, usando las hipótesis generales y#! � ! " #� � � �
, entonces" � � � + � � + � +-"

+ ! " !# 7 - # 7

Sea ahora , entonces+ œ + � + + �# -! "

Sea , tal que , tomemos ahora% %" "
+�
+� ! � -"

"

y =   en# � H Hœ � ! ? − G Ð ‚ dÑÎ ?   ! ‚ d
� �+� �+

+
- % α" " "

#
˜ ™

Para cada se define la siguiente truncación@ − �
si
si

5
#

# #
‡@ Bß > œ

@ Bß > @ Bß > Ÿ
@ Bß > �

� � œ � � � �� �
LEMA %. Para cada , existe una única función@ − �

? œ ? @ − ∩ G Ð ‚ dÑ� � � H#�α

tal que
  en� � 
 c d c d� �

¹\
P ? œ ? + � + ? � + @ ‚ d

? œ !�

" #
‡

` ‚d

5 H

H

con en  .? � ! ‚ dH

DEMOSTRACIÓN: Como en el lema se prueban las siguientes tres etapas#Þ

Primera etapa: Si es una subsolución y una supersolución de  yA A \" # � �
A Ÿ A ‚ d ? ß ? − G Ð ‚ dÑ" #

" # #�en existen tales queH H� � � � α

A Ÿ ? Ÿ ? Ÿ A ‚ d D − G Ð ‚ dÑ" #
" # #�� � � � en y para cualquier , solución deH Hα

� �\ A Ÿ D Ÿ A ‚ d ? Ÿ D Ÿ ? ‚ dtal que  en , entonces  en ." #
" #H H� � � �

Segunda etapa: Existen que son respectivamente subsolución y] ß ]� � � �" #

supersolución de y son positivas en .� �\ ‚dH

Tercera etapa: Existe una única solución de , positiva en  y� �\ ‚dH

perteneciente a .� H∩ G Ð ‚ dÑ#�α

Veámoslo, sea  entonces@ − ß�� � � �3 A A \ A Ÿ ASean una subsolución y una supersolución de con en" # " #

H‚d, entonces
 en

  enœ c d c d� �P A Ÿ A + � + A � + @ ‚ d
A Ÿ ! ` ‚ d
" " " " #

‡

"

5 H

H
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  en
  enœ c d c d� �P A   A + � + A � + @ ‚ d

A   ! ` ‚ d
# # " # #

‡

#

5 H

H

Sea y tómese tal que sea1 ? œ ? + � + ? � + @ < � ! 2 ? œ 1 ? � <?� � c d � � � �� �" #
‡5

estrictamente creciente en el intervalo , de aquí en” •inf sup
H H‚d ‚d

A ß A" #

adelante se sigue exactamente el mismo modelo de prueba de dada� �+
en el lema #Þ� �33 � !Seleccionamos un , suficientemente pequeño tal que"

  en- ": 5 H" " " #
‡� + � + � + Ð@Ñ ‚ d

Más exactamente puede tomarse de tal manera que donde" " %! � � "

% ":" "
+� + �

+
"œ ] œ�# -# "

"
, y denotémoslo con . Tenemos� �
"- : " : ": 5 ":" " " " # "

# # ‡
#� + Ÿ + � + Ð@Ñ

"- : ": ": 5 ":" " " # " # "
# ‡Ÿ + � + Ð Ñ � + Ð@Ñ

o sea
- 5" " #

" " " ‡] Ÿ ] Ð+ � + ] � + Ð@ÑÑ� � � � � �
entonces  es una subsolución para .] \� �" � �
Tomemos un número suficientemente grande tal que5 � !

   en  ,  en+ � + 5 � + @ � ! ‚ d 5 � ] ‚ d" #
‡ "5 H H� � � �

� �� �por ejemplo y denotemos con .5   ] Bß > ] œ 5sup
H‚ !ß Xc d

� � � �" #

Así
    enP 5 œ P ] œ � -5   ! � ] + � + 5 � + @ ‚ dc d c d� ‘ � �� � � �# # ‡

" #5 H

Por lo tanto  es una supersolución de .] \� �# � �� � � � � �333 ?ß ? − G Ð ‚ dÑ \ 3 ] ß ]œSean solución de , dadas por , para#� " #α H � � � �
de se tendrá� �33

   en  .] Ÿ ? Ÿ ? Ÿ ] ‚ dœ� � � �" # H

Sea ahora cualquier otra solución de tal que yD \ D − G Ð ‚ dÑ D � !� � #�α H

en . Sea una constante positiva tal queH‚d ?� �#
y  en? � ] ? � D ‚ d! !

# # #
∞

� � � � l l H

por ejemplo  , se tiene entonces que? � ] ß D!
# #

∞
� � � �sup

H‚ !ß Xc d
˜ ™l l

puesP ? œ � -?   ! - Ÿ !’ “! !
# #� �

Ahora

0 Bß > ß ? œ ? + � + ? � + @ Ÿ ? + � + ] � + @ � ! � P ?Š ‹ Š ‹ � � c d� � � � ˆ ‰
! ! ! ! !
# # # #

" # " #
‡ " ‡ #� � � � � � � � � �5 5

Luego

   en
Ú
ÛÜ

’ “ � �� �
¹

� P ? � 0 Bß > ß ? Ÿ ! ‚ d

? � !   !

! !
# #

!
#

` ‚d

� �
� �

H

H

entonces  es una supersolución de .? \!
#� � � �

Sea ahora tal que y en ,= � !ß = � ! = � + � + D � + D � + @ � ! ‚ d" # #
‡5 H� �

entonces
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 .P D � =D œ D + � + D � + @ � =D œ D = � + � + D � + @ � !c d � � � �� � � �" # " #
‡ ‡5 5

Como tiene la propiedad de la esfera interior tangente, dado que` ‚ dH

` ‚ d G � ! ` ‚ dH Hes de clase , entonces en entonces existe#� `D
` p

α
(

$ $" "
+� �+ @

+� ! ! � �de manera que incluso podemos seleccionar- 5" #
‡

"

� �
$ "" � tal que

 .D � � !$ :" "

Así tomando , entonces en se tiene? œ ` ‚ d!
"

" "
� �

$ : H

P ? œ œ ? � ? + � + � + @’ “ � �� �! ! !
" " "

" " " " " " #
‡� � � � � �

$ - : - ": 5

� ? + � + � + @ œ ? + � + ? � + @! ! !
" " "

" " " # " #
‡ ‡� � � � � �� � Š ‹� � � �: $ 5 5

y  .? œ ! Ÿ !�
!
"

` ‚d

� �¹
H

Luego  es subsolución de y se tiene? \!
"� � � �

 en  ,  en  ;? � D ‚ d ? � ? ‚ d ? œ !�
! ! !
" " ""

` ‚d

� � � � � �� �H H ¹
H

En resumen se tiene
  en? Ÿ D Ÿ ? ‚ d "! !

" #� � � �
H � �

  en? Ÿ ? Ÿ ? Ÿ ? Ÿ ? Ÿ ? ‚ d #œ
! !
" #" #� � � �� � � � H � �

Como y son respectivamente subsolución y supersolución de? ? \! !
" #� � � � � �

y en , entonces por la primera etapa existe? Ÿ ? ‚ d! !
" #� � � �

H

D ß D − G ‚ d \� � � �" # #�αˆ ‰ � �H soluciones de tales que

  en? Ÿ D Ÿ D Ÿ ? ‚ d $! !
" #" #� � � �� � � � H � �

Además por y la parte uno de esta demostración� � � �" ß #
    enD Ÿ D Ÿ D ‚ d %� � � �" # H � �

  enD Ÿ ? Ÿ ? Ÿ D ‚ d &œ� � � �" # H � �
y cumplenD ß D� � � �" #

     enP D œ D U ‚ d� ‘� � � �" " H

enP D œ D T ‚ d� ‘� � � �# # H

D œ !ß D œ !� �� � � �" #

` ‚d ` ‚d
¹ ¹

H H

donde y comoT œ + � + D � + @ U œ + � + D � + @" # " #
# ‡ " ‡� � � �5 5� � � �

� + D   + D ‚ d T Ÿ U ‚d" "
" #� � � � en , en , luego por el teorema deH H

comparación y como no cambian de signo entonces enD ß D � ! T œ U�� � � �" #

H H‚d D œ D ‚ d % &, por lo tanto  en de esto, y de se tiene que� � � �" # � � � �
   en  .D œ ? œ ? ‚ dœ H

Esta única solución positiva en de con laH H‚d \ D − G Ð ‚ dÑ� � #�α

denotamos y es la solución deseada, quedando completa la? @� �
demostración del lema.
�

§ .# CONVERGENCIA MONÓTONA PARA ECUACIONES DE TIPO
PARABÓLICO.
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Aplicando directamente el lema . y resultados básicos en un artículo de%

L.Ortega sobre soluciones periódicas del problema de Dirichlet para
ecuaciones parabólicas ver presentamos los lemas siguientes� �c d")

LEMA . Si y están dadas por el lema y& @ ß @ − ? @ ß ? @ % @ Ÿ @" # " # " #� � � � �
entonces  .? @   ? @� � � �" #

DEMOSTRACIÓN: Si y es fácil ver que .@ ß @ − @ Ÿ @ @ Ÿ @" # " # " #
‡ ‡� 5 5� � � �

Establezcamos ahora las siguientes notaciones
P ? œ P ? � < ?" $c d c d
2 ? œ ? + � + � + @ � < ?" " # " $

‡c d c d� �5

2 ? œ ? + � + � + @ � < ?ß < � !# " # # $ $
‡c d c d� �5

donde y son elegidos de manera que sean estrictamente crecientes2 2" #

en el intervalo siendo como en la segunda” •inf sup
H H‚d ‚d

] ß ] ] ß ]� � � � � � � �" # " #

etapa de la demostración del lema .%
Por la unicidad de en y por el lema podemos? @ ß ? @ � ! ‚ d %� � � �# # H

construir sucesiones y de funciones en .e f e f= ; G Ð ‚ dÑ8 88œ" 8œ"
∞ ∞ #�α H

Antes de seguir es conveniente revisar el resultado básico que se
encuentra en numeral 46 p.17.
Según este resultado son soluciones de= ß ;" "

enP = œ 2 ] ß P ; œ 2 ] ‚ d" " " " " #
# #c d c d� ‘ � ‘� � � � H

= œ ! ; œ !� �
" "

` ‚d ` ‚d
¹ ¹

H H

Siguiendo por recurrencia y usando el método de iteración y son= ;8�" 8�"

las soluciones de los problemas
enP = œ 2 = ß P ; œ 2 ; ‚ d" 8 " " 8 " 8�" # 8c d c d c d c d+ H

= œ ! ; œ !� �
8�" 8�"

` ‚d ` ‚d
¹ ¹

H H

Dado que , se tiene que5 5‡ ‡
" #� � � �@ Ÿ @

P = � ; œ ] + � + � + @ � < ] � ] + � + � + @ � < ]" " " " # " $ " # # $
# ‡ # # ‡ #c d c d c d� � � �� � � � � � � �5 5

    enœ ] + @ � + @   ! ‚ d� �# ‡ ‡
# # #c d� � � �5 5 H

"

Por el teorema del máximo para operadores de tipo parabólico se sigue
que   en . Supongamos ahora que , entonces=   ; ‚ d =   ;" 5 5"

H

P = � ; œ 2 = � 2 ;   2 ; � 2 ;" 5�" 5�" " 5 5 " 5 # 5� � � � � � � � � �
la última desigualdad se sigue porque es estrictamente creciente en2"

” •inf sup
H H‚d ‚d

] ß ] ] Ÿ ; Ÿ = Ÿ ]� � � � � � � �" # " #
5 5y  .

Pero ya que se sabe que2 ; � 2 ; œ + @ � @   !" 5 # 5 # #
‡ ‡� � � � c d� � � �5 5

"

5 5 H‡ ‡
" # " 5�" 5�"� � � � � �@ Ÿ @ P = � ;   ! ‚ d, luego en de donde por el

teorema del máximo para operadores de tipo parabólico en=   ;5�" 5�"

H‚d ? @además estas dos sucesiones convergen respectivamente a  y� �"
a por lo tanto? @� �#

, y , lim lim
8Ä∞ 8Ä∞

8 " 8 #∞l l l l� � � �= � ? @ œ ! ; � ? @ œ !
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de donde por el teorema de la convergencia monótona puntual se tiene� �
lo deseado  .? @   ? @� � � �" #

�

LEMA 'Þ G Ð ‚ dÑExiste una única solución en del problema#�α H
  en� � 
 c d c d

¹\M
P ? œ ? + � + ? ‚ d

? œ !�

"

` ‚d

H

H

la cual es positiva en (esta solución será notada en lo que sigueH‚d
por )?!

DEMOSTRACIÓN: Es un corolario del lema ya que y , cuando%Þ ! − @ œ !� 5‡� �
@ œ ! ‚ den .H

�

Recordemos ahora que una función definida en y con valores enH‚ !ß Xc d
d ‚ !ß X ! � � ", es Holder continua en con exponente , si la

..
H α αc d

cantidad

L 0 œα� � sup� � � � c d� � � �B ß > ß B ß > − ‚ !ß X
B ß > Á B ß >

" " # #

" " # #

H

¸ ¸� � � �
� ‘l l k k

0 B ß> �0 B ß>

B �B � > �>

" " # #

" # " #
# Î#α

es finita. En el espacio de las funciones Holder continuas
..

G Ð ‚ !ß X Ñα H c d
con exponente , esta dotado de la normaα

 .l l l l � �? œ ? �L ?α α∞

Veamos ahora el siguiente lema:
LEMA (Þ ? @ � ? œ !liml l@ Ä!

! #�
#�α

l l� � α

DEMOSTRACIÓN: Dado que

l l l l l l l l l l� �� � � � � �@ œ @ � H @ � H @ � H @#�
3œ" 3ß4œ"

R R

3 3ß4 >α α α αα

y como , entonces , por lo tanto . Seal l l l l l@ Ä ! @ Ä ! @ Ä !#� ∞α α

entonces y tomando de tal manera que se tiene% % % # %� ! ! � � ß! ! mine fl l � � l l l l� �@ � @ œ @ ‚ d @ œ @∞ ∞ ∞!
‡ ‡% 5 H 5por construcción en , luego por

lo tanto
 .liml l@ Ä!

‡
∞

∞

l l� �5 @ œ !

Tomemos ahora una sucesión en al que tambiéne f l l@ @ œ !8 88œ"
∞

8Ä∞
� lim α

se tiene l l � �� � � �5 5‡ ‡
8 7 ∞ #@ � @ � "%

Sea ahora tal que existe tal que si% % % ## # # #� ! � ß R � ! 8 � R ßmine fl l l l � �@ � � 8   R @ � � @ œ @8 # 8 8 8% % %∞
‡

α
% %%# #en particular si , y así  .# 5

Si tomamos y para   entoncesR œ R ßR 8ß7 � R$ " # $maxe fl l l l � �� � � � � � � � � � � �5 5 5 5 5 5‡ ‡ ‡ ‡ ‡ ‡
8 7 8 7 8 7∞@ � @ œ @ � @ �L @ � @α α

 .Ÿ @ � @ � @ � @ � � @ � @ �l l l l l l l l l l� � � �5 5 %‡ ‡
8 7 8 7 8 7∞ ∞ ∞ ∞#α

%
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Luego es una sucesión de Cauchy en , el cual ese f� � ˆ ‰5 H‡
8@ G ‚ dα

completo por lo tanto existe tal que ,. H 5 .− G Ð ‚ dÑ @ � œ !α
αlim

8Ä∞

‡
8l l� �

por consiguiente  .lim
8Ä∞

‡
8 ∞l l� �5 .@ � œ !

Pero como , entonces . Dado quelim lim
8Ä∞ 8Ä∞

‡ ‡
∞ ∞8l l l l� � � �5 5@ œ ! @ œ !

l l@ Ä ! œ !8 ∞   entonces se sigue que y así.

silim
8Ä∞

‡
8 8l l l l � �� �5 @ œ ! @ Ä ! #α α

Pero por el lema , , por consiguiente si' ? ! œ ? @ −� � ! �

    en  .l l l l� �? @ Ÿ ? ‚ d∞ ∞! H

Consideremos nuevamente cualquier sucesión en tal quee f@8 �

lim
8Ä∞

8 8 8l l e f e f@ œ ! @ @α y sea una subsucesión cualquiera de . Sea
5

! � � � " � 5α " R
: como para todo se tienel l l l � �� � c d c d� �? @ � ? Ÿ P ? @ � P ? $8 ! 8 !"� ∞5 5" V

entonces existe tal que para todoV" � ! 5l l � �� �? @ � ? Ÿ %8 ! ""�5 " V

Por y como es completamente continua� � ��% G Ð ‚ dÑ G Ð ‚ dÑ§"� "�" αH H

entonces tiene una subsucesión que también denotamose f e f� � � �? @ ? @8 85 5

convergente a una función y si notamosA − G Ð ‚ dÑα H

, entonces .A œ ? @ A � A œ ! &5 8 5
5Ä∞

� � l l � �
5

lim α

Es claro que existe una constante tal que para todoO � ! 5 œ "ß #ß $ßá%l l l l � �@ Ÿ @ Ÿ O '8 8 %∞5 5 α

Considerando la función constante , entonces por el lema seO − &% �

tiene que
para todo  en5 œ "ß #ß $ßá ß A   ? 5 � ! ‚ d (5 %� � � �H

De y se sigue que� � � �& (
  enA � ! ‚ d )H � �

Además, como para todo  entonces5 œ "ß #ß $ßá ß A œ !�
5

` ‚d
¹

H

A œ ! *�¹ � �
` ‚dH

De y es sencillo ver que es una sucesión de Cauchy en� � � � e f& # A5

G Ð ‚ dÑ#�α H , luego al ser éste un espacio de Banach, existe
A − G Ð ‚ dÑ� �" #�α H tal que

lim
5Ä∞

5
"

#�
¼ ¼ � �A � A œ ! "!� �

α

De y se sigue que� � � �& "!
A − G Ð ‚ dÑ ""#�α H � �

Como para todo satisface la siguiente ecuación5 œ "ß #ß $ßá A5

 enP A œ A + � + A � + @ ‚ d "#c d � � � �� �5 5 " 5 # 8
‡5 H

5

tomando límite cuando , se tiene5 Ä ∞
enA œ ? ‚ d "$! H � �
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De y , hemos probado que si es una sucesión en tal que� � � � e f& "$ @8 �

lim
8Ä∞

8 8 8l l e f e f� � � �@ œ ! ? @ ? @α , cualquier subsucesión de tiene a su vez
5

cierta subsucesión también denotada que converge a en lae f� �? @ ?8 !5

norma de . Por lo tantoG Ð ‚ dÑ#�α H

lim
8Ä∞

8 ! #�l l� �? @ � ? œ !α

�

LEMA Existe valor propio principal del problema)Þ -� �#
   en

en
 c d c d � �� � � �
¹

P ? œ , Bß > � , ? Bß > ? Bß > ‚ d

? œ !ß ? � ! ‚ d�

- H

H

# !

` ‚dH

tal que ; es simple y su función propia correspondiente es! � � "- -� � � �# #

única salvo por la norma.
DEMOSTRACIÓN: Sabemos que es la solución de la ecuación? Bß >

!
� �

P ? œ ? + � + ? %Þ 'Þ ?c d � �" !, por los lemas y se sigue que es una función
constante, por lo tanto tenemos

P ? œ � ? œ ? + � + ?c d � �! ! ! " !V

por lo tanto
? œ!

+�
+
V

"

Por brevedad denotaremos para todo  y, œ , � , ? Bß > − ‚ d# ! � � H

definimos el siguiente operador
A H HÀ G Ð ‚ dÑ G Ð ‚ dÑ "#�α α�� � �

mediante en , donde , además es laA H� � � �ˆ ‰@ œ 4 ,@ ‚ d 4 œ 3 ‰ P 3! !
�"

inclusión canónica de  en  yG Ð ‚ dÑ G Ð ‚ dÑ#�α αH H

 .� � ��P À G Ð ‚ dÑ G Ð ‚ dÑ�" #�α αH H

Como es sabido  es completamente continua. Ahora4

P ? œ , � , ? ? œ , � , ? œ � ?c d c d ’ “� ‘- - -# ! #
+�
+ + +

+ ,�+, �, +,V V #

" " "

" # # # !

así
, œ , � , ? œ � œ , �# !

+ ,�+, �,
+ + +

+, +,#" # #

" " "

# ! # !V # #� �
Por la hipótesis general se tiene que , en esta forma� �# , � !� �#

A � �Ð Ñ § #� � �
Definimos ahora un segundo operador para por@ − G Ð ‚ dÑ#�α H

  enA H"
,
,

� � Š ‹ � �@ œ 4 @ ‚ d $l l∞
teniéndose que

y  es completamente continuaA � � A" "À %�� � �
Como y por un teorema del análisisA : : : �� � ˆ ‰! !

# #  4 , œ , � Â� � � � :
-
!

"

espectral tenemos la existencia de un vector propio y tal que@ − � !" #� .

yA . .� � � �@ œ @ � &" # " #
,� �#

"-

De aquí
  enP @ œ ,@ ‚ d 'c d � �" "

#- H� �
donde

y- -� � � �# #"
,

œ ! � Ÿ (
.

-

#

"
#� � � �
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Análogamente se prueba que existen y tales que@ − � !# $� .

yA . ." # $ # $
,
,

� � � �@ œ @   )
� �#
∞ "l l -

De y� � � �) $
  enP @ œ ,@ ‚ dc d# #

"- H� �
de donde

y- -� � � �l l" ""
, ,

œ ! � Ÿ *
.

-

$ ∞

"
#� � � �

Tomando y para todo tenemosT Bß > œ , U Bß > œ , Bß > − ‚ d� � � � � �- - H� � � �# "

de y que� � � �' *
    en
    enœ c d � �c dP @ œ @ T ‚ d "!

P @ œ @ U ‚ d
" "

# #

H

H � �""

Como además por y entonces� � � � � �¹ � �¹" $ @ œ !ß @ œ !� �A A" #
` ‚d ` ‚dH H

@ œ ! @ œ ! @ ß @ −� �
" # " #

` ‚d ` ‚d
¹ ¹

H H
y , también y al ser vectores propios�

@ œ ! @ œ ! P @   ! P @   ! ‚ d� �Î Î" # " #y y , en entonces por el teoremac d c d H

del máximo  en y en  .@ � ! ‚ d @ � ! ‚ d" #H H� �3 Ÿ T Ÿ U ‚dSi entonces en , luego por el teorema de- - H� � � �# "

comparación en , asíT œ U ‚d œH - -� � � �# "

� �33 � T   U ‚dSi , entonces  en , por el teorema de comparación- - H� � � �# "

T œ U œ poy así lo cual es contradictorio- -� � � �# " � �
Luego en total se debe tener que

- -� � � �# "œ "#� �
Por y escogiendo suficientemente grande tal que� � ¼ ¼* ,

∞
"
, ,.

-

$ ∞

"
#l l � "ß "$min˜ ™ � �� �

Entonces
! � � " "%-� �# � �

Es claro que es un cono reproductor, así que si entonces� �D − � !e f
A H A A H� � � �¹ � �D � ! ‚ d D œ ! D − G Ð ‚ dÑ�en y , como también

` ‚d

#�

H

α

tenemos la existencia de tales que3 3" #ß � !

 en3 A 3 H" " # "@ � D � @ ‚ d "&� � � �
De se sigue que es un operador -positivo, entonces como� �"& @A "

además por y , es simple y su función propia asociada, en  es� � � �& ' - �� �#
única salvo la norma. Esto termina la prueba del lema )Þ

�

§ .$  METODO DE BIFURCACIÓN GLOBAL PARA LAS SOLUCIONES.

Dedicamos este parágrafo a presentar la teoría de bifurcación
encaminada a la solución final del problema � �M Þ

DEFINICIÓN: Para cada consideremos el problema@ − �

  enP @ œ @ , � , @ � , ? @ ‚ dc d c d� �" # H

donde  es tal que .? @ P ? @ + � + ? @ � + @� � c dc d� � � � � �" #
‡5
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Definimos ahora la siguiente truncación
si

si
5‡‡

,�, ? ,�, ?
, ,

,�, ?
,

� �� � 
 � �
� � � �@ Bß > œ

@ Bß > �

@ Bß > @ Bß > Ÿ

# ! # !

" "

# !

"

Tenemos ahora
P @ œ @ , � , @ � , ? @c d c d� � � �" #

‡‡5

œ @ , � , ? � , @ � , ? � ? @c d� � � �� �# ! " # !
‡‡5

Sea como en el lema donde)Þ @ œ 4 ,@A� � ˆ ‰
y  .4 œ 3 ‰ P , œ , � , ?! # !

�"� �
Consideremos un nuevo operador dado por

K @ œ 4 � , @ @ � , ? � ? @ @ "� � c d � �� � � �� �" # !
‡‡5

Definamos ahora
,K ß @ œ K @ − !ß∞Ñ #"� � � � c � �- - -

y así
J ß @ œ @ � K ß @ $! "� � � � � � � �- -A -

LEMA *Þ ß !ˆ ‰-� �# es un punto de bifurcación global por solución positiva del
problema

@ œ J ß @!� �-

DEMOSTRACIÓN: La ecuación  es equivalente a la ecuación@ œ J ß @!� �-

P @ œ @ , � , @ � , ? � ? @c d � � � �� ‘� �- 5" # !
‡‡

Como se vio en la prueba del lema , es un operador completamente) A

continuo, positivo esto es y lineal.� �� �A � �§�
Ahora como l l l l l l� � � �� �l l l l, @ ? �? @ $, ? �? @ @

@ @
# ! # !#� #� #�

#� #�

α α α

α α
Ÿ

y por el lema , entonces( ß ? � ? @ œ !liml l@ Ä!
! #�

#�α

l l� � α

liml l
l l� �� �l l@ Ä!

, @ ? �? @

@
#�

# ! #�

#�
α

α

α
œ ! %� �

Además, si y , es claro que , luego como@ − @ Ä ! @ Ä !� 5l l l l� �#� #�
‡‡

α αl l� �l l�, @ @

@ "
‡‡"

‡‡
#�

#�

5

α
α

α
Ÿ $, @l l� �5

entonces
liml l

l l� �l l@ Ä!

�, @ @

@
#�

"
‡‡

#�

#�
α

α

α

5
œ ! &� �

Por el teorema de Schauder para ecuaciones diferenciales parciales de
tipo parábolico existe tal queO � !!l l� �l l l l l lk kl l k kl l� � � � � �� � � �- - - 5K @

@ @ @

O P K @ O �, @ @�, ? �? @ @#�

#� #� #�

! ! " # !
‡‡

α

α α α

α αŸ œ

Ÿ O �!
�, @ @ , @ ? �? @

@ @k kŠ ‹-
l l l l� � � �l l l l � �" # !

‡‡

#� #�

5 α α

α α

Luego aplicando y tenemos que� � � �% &

liml l
l l� �l l@ Ä!

K @

@
#�

#�

#�
α

α

α

-
œ ! '� �

De tenemos por lo tanto que� �'
Š ‹ � �K ß@ œ @ @ Ä!

! ∞Ñ
" #� #�� � � � l ll l c- ¨ - cuando , uniformemente en

respecto a subconjuntos compactos de ,
α α (

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



Darío Sánchez H        Ensayo de una solución de un problema de E.D   37

De la definición de se sigue que5‡‡� �@l l l l � �� � � �5 5‡‡ ‡‡
! !∞ ∞@ � @ � @ � @ )

Sea ahora una sucesión en tal quee f@ G Ð ‚ dÑ8
#�α H

lim
8Ä∞

8 #�l l � �@ � @ œ ! *α

Sea para con cualquier subsucesión de .A œ @ 5 œ "ß #ß $ßá @ @5 8 8 85 5
e f e f

Para cada se tiene8
   enP ? @ œ ? @ + � + ? @ � + @ ‚ dc d � �� �� � � � � �8 8 " 8 # 8

‡5 H

Sea para todo se tiene:! � � � " � 5 −α " ™R
T

�

 .l l � �l l� �� � l l� � � �? A + � + ? A � + A Ÿ + � + ? � + ? œ O5 " 5 # 5 " ! # ! "
‡

∞ ∞ ∞5 #

Sabemos que existe tal quec � ! 5 − ™�

l l � � � �� �? A Ÿ + � + ? A � + A5 " 5 # 5"�
‡

" c cl l l l� � � �� �� �P ? A œ ? A5 5∞ ∞5

Así l l� �? A Ÿ5 "�" cO"!

Luego la sucesión es acotada en y aplicando el hechoe f� �? A G Ð ‚ dÑ5
"�" H

de que la inclusión canónica
G Ð ‚ dÑ G Ð ‚ dÑ"� "�§" αH H��

es completamente continua, entonces la sucesión contiene unae f� �? A5

subsucesión que denotaremos también la cual converge ene f� �? A5

G Ð ‚ dÑ − G Ð ‚ dÑ"� "�α αH : H, así existe que satisface
lim
5Ä∞

5 "�l l � �� �? A � œ ! "!: α

Pero implica que para todo� �"! 5

  en? A œ P ? A + � + ? A � + A ‚ d ""� � � � c d � �� �e f� � � �5 5 " 5 # 5
�" ‡5 H

? A œ ! "#�� �¹ � �5
` ‚dH

Entonces si es la extensión de  aX À G ‚ d G ‚ d P! "� �"ˆ ‰ ˆ ‰�� � �H Hα

G ‚ d "" "#!ˆ ‰ � � � �H , de y se obtiene
  en  .? A œ X ? A + � + ? A � + A ‚ d� � c d� �e f� � � �5 5 " 5 # 5

‡5 H

Luego por la continuidad del operador , obtenemos al tomar límiteX
cuando  en , que5 Ä ∞ G Ð ‚ dÑ"�α H

 en: : : 5 Hœ X + � + � + @ ‚ dc de f� �" #
‡

:¹
` ‚dH

œ !�

y como , obtenemos de lo anterior que: : 5 Hc d� � ˆ ‰+ � + � + @ − G ‚ d" #
‡

: H− G ‚ d#�αˆ ‰
  en Ÿ
 c d c d� �

¹ � �P œ + � + � + @ ‚ d

œ !� "$
: : : 5 H

:

" #
‡

` ‚dH

Como es claro existe tal que para todo , en  ,O � ! 5 A Ÿ O ‚d) 5 ) H

entonces por el lema del § , para todo& # Bß > − ‚ d� � H

? A Bß >   ? O Bß > � ! "%� �� � � �� � � �5 )

luego en . De , y el lema , necesariamente: H� ! ‚ d "$ "% %� � � �
: œ ? @ "&� � � �

Se sigue de y , en particular que� � � �"! "&
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lim
5Ä∞

5 ∞l l� � � �? A � ? @ œ !

Por un resultado del análisis (a saber; si es una sucesión en un espacioe fB8

métrico y existe tal que toda subsucesión de posee a su vez� � e f e fIß . + − I B B8 85

una subsucesión convergente a entonces converge aš › e fB + B + Ñ8 854
, y como

A œ @ @ @5 8 8 85 5
y es cualquier subsucesión de , entoncese f e f

lim
8Ä∞

8 ∞l l� � � �? @ � ? @ œ !, por lo tanto

liml l=�@ Ä!
∞

#�α

l l � �� � � �? = � ? @ œ ! "'

De tenemos que existe tal que si  ,� � l l) @ � @ Ä !c � ! ! #�αl l� �� �4 ‰ @ @ � @ @ Ÿ5 5‡‡ ‡‡
! ! #�α cl l� � � �@ @ � @ @5 5‡‡ ‡‡

! ! ∞

 cœ @ � @ @ � @ @ � @l l� � � � � �� � � �! ! !
‡‡ ‡‡ ‡‡

∞5 5 5

 cŸ � @ @ � @Š ‹l ll ll l,�, ?

, ! !∞ ∞
" ! ∞

"

Luego
liml l@�@ Ä!

‡‡ ‡‡
! ! #�

! #�α

l l � �� �� � � �4 ‰ @ @ � @ @ œ ! "(5 5 α

También tenemosl l� �� � � �4 ‰ @? @ � ? @ @ Ÿ! ! #�α cl l� � � �@? @ � @ ? @! ! ∞

 cœ @ ? @ � ? @ � ? @ @ � @l l� � � �� �� � � �! ! ! ∞

Ÿ c� �l l l l l l l l� � � � � �@ ? @ � ? @ � ? @ @ � @∞ ∞ ∞ ∞! ! !

Por se tiene� �"'
liml l@�@ Ä!

! ! #�
! #�α

l l � �� �� � � �4 ‰ @? @ � @ ? @ œ ! ")α

Además l l� �4 ‰ � @? � @ ? Ÿ! ! ! #�α c .l l l l? @ � @! !∞ ∞

Así tenemos
liml l@�@ Ä!

! ! ! #�
! #�α

l l � �� �4 ‰ � @? � ? @ œ ! "*α

De , y obtenemos� � � � � �"( ") "*
liml l@�@ Ä!

! #�
! #�α

l l � �� � � �K @ �K @ œ ! #!α

ya quel l l l� � � � � � � � � �� � � �- - - - -K @ � K @ œ � K @ � K @ �K Zw w w
! !#� #�α α

Ÿ � K @ � K @ �K @ #"k kl l k kl l � �� � � � � �- - -w w
#� #�!α α

y l l e f� � � � k k l l- - - -ß @ � ß @ œ � ß @ � @ Ä !w w
! ! #�max α� � c#" K !ß∞Ñ ‚ G Ð ‚ dÑprueba que es continua considerada de   en ."

#�� Hα

Sea ahora acotada en y una sucesión acotada ene f e f@8 8� -c!ß∞Ñ O � ! 8 entonces existe tal que para todo*

yk k l l � �-8 * 8 *  O @   O ##α

Considerando posibles casos se puede demostrar que para todo 8

donde Ÿ
l l� � � �5‡‡
8 "!#�

"! *
,�, ?

,

@ � O

O œ �O
#$

α l l# !

"
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es fácil ver también que para todo 8

con �œl l� � � �? @ � ? Ÿ O

O œ
#%

8 ! ""#�

""

α

c� �l l l l l l#+ ? � #+ ? � + ?! " # !∞ ∞!
#

∞ #

De y , tenemos que para todo� � � �#$ #% 8

con �œl l� � � �� � � �� , @ @ � , ? � ? @ Ÿ O

O œ $, O O � $, O O
#&

" 8 8 # ! 8 "#
‡‡

#�

"# " * "! # "" *

5 α

De y , la definición de el hecho de que es� � � � � �#" #& K ß 4 œ 3 ‰ P" !
�"

completamente continua y como para todo 8k kl l� � � �� �- 58 " 8 8 # ! 8 8 * "#
‡‡

#�� , @ @ � , ? � ? @ @ Ÿ O Oα

entonces la sucesión tiene una subsucesión convergente ene f� �K ß @" 8 8-

G Ð ‚ dÑ#�α H lo que acaba la prueba de que

es completamente continua �œ c �� � �K À !ß∞Ñ ‚ G Ð ‚ dÑ
#'"

#�� Hα

Además es claro que el único punto fijo de  en •  es� K !ß"� �
.@ œ ! #(� �

También tenemos que si como� � � �- �ß @ − !ß∞ ‚
P J ß @ œ ,@ � , @ � , ? � ? @c d � � � �� � � �� ‘! " # !

‡‡- - 5

 enœ @ , � , @ � , ? @   ! ‚ d- 5 Hc d� � � �" #
‡‡

esto último se tiene dado que y por el lema , así! � @ & ? œ ? ! � ? @! � � � �
? � ? @ � ! J ß @ œ !�
! !

` ‚d
� � � �¹� �y también entonces por el principio del-

H

máximo para ecuaciones diferenciales parciales del tipo parabólico
si .J ß @ − ß @ − !ß∞Ñ ‚!� � � � c- � - �

De la definición del operador en el lema , se sigue la existencia deA )

@ − � ! − !ß ""
#� -e f � �y tales que� �

A� �@ œ @" "
"

-� �#
entonces

 es valor propio del operadorˆ ‰ ¹ � �- A� �# �"

�
#)

Además del lema )Þ

 es simpleˆ ‰ � �-� �# �"
#*

de aquí y de y , obtenemos lo deseado en el lema� � � � � � � �( ß #' ß #( #) *Þ

�

§%Þ SOLUCIÓN DEL PROBLEMA � �M

Dedicamos este parágrafo a la demostración del teorema principal y que
constituye el problema objetivo del presente ensayo.
TEOREMA: Existen , con en , tales que es?ß @ − G Ð ‚ dÑ Bß > ‚ d ?ß @#�α H H� � � �
solución del problema � �M
DEMOSTRACIÓN: Por el lema del § , es suficiente probar que existen" "

funciones tales que satisfacen el problema y que?ß ?ß @ß @ − G Ð ‚ dÑ Z M# H � �
?ß @ � ! ‚ d en .H
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Sea y dadas por el lema del § . Ahora, por el lema del? œ @ œ $ " *α ) " )" "

§ , existe sucesión en y en , tales que para todo$ !ß∞Ñ @e f c e f5 �8 88œ" 8œ"
∞ ∞

8ß @ œ !�Î8

ylim lim
8Ä∞ 8Ä∞

8 8
#

#�
¸ ¸ l l � �5 -� œ ! @ � ! œ ! "� �

α

además para todo , o sea para todo , y8 @ œ J ß @ 8ß @ − G Ð ‚ dÑ8 ! 8 8 8
#�� �5 Hα

para todo 8
 enP @ œ @ , � , @ � , ? @ ‚ d #c d � � � �� � � �8 8 8 " 8 # 8

‡‡5 5 H

Por y dado que podemos escoger suficientemente� �" ! � � "- (� �#
!

grande, tal que y para todo , así! � � " @ Bß > � Bß > − ‚ d5 H( (! !
# !

"
� � � �,�, ?

,

 en Ÿ
 c d � �� �
¹ � �P @ œ , � , @ � , ? @ ‚ d

@ œ !� $
( ( ( (

(
H

! ! ! !

!

5 H" #

` ‚d

Pero como en , pues dado que, � , @ � , ? @   ! ‚ d , @ Ÿ , � , ?" # " # !( ( (! ! !
� � H

entonces y por el lema como entonces, � , ? � , @   ! &Þ ! � @# ! " ( (! !

? ! œ ? � ? @ ? � ? @ � !� � � � � �! !( (! !
así , por otra parte

, � , @ � , ? @ œ , � , ? � , @ � , ? � ? @   !" # # ! " # !( ( ( (! ! ! !
� � � �� �

También en , además y en
•

5 H H H( ( (! !
@   ! ‚ d @ − G Ð ‚ dÑ � ! ` ‚ d

" `@
` p

(ya que en y yP @ œ P œ 7 + � + Ÿ ! ` ‚ d � @ œ ! � @ � !�c d c d � � ¹" ) " ) H" "
‡

` ‚dH

en ; luego se puede aplicar el teorema A , que mostraremos en elH‚d "

apéndice y como ( en realidad ) se puede
• •

@ − GÐ ‚ dÑ @ − G Ð ‚ dÑ( (

α

! !
H H

#�

demostrar que existe tal que si y ,% % H‡ ‡"
"� ! A � @ � A − G Ð ‚ dÑl l(!

entonces en . Supongamos también ahora que esA � ! ‚ dH (!
suficientemente grande de manera que (esto se puede hacer, yal l@ �(! %‡
que para todo 8l l@ Ÿ8 "�α c cl l k kl l � �c d l l l l� �P @ Ÿ @ , � , @ � , ? @8 8 8 " 8 # 8∞ ∞ ∞ ∞5

y como cuando ya que cuando  yl l � � l l � �@ Ä ! 8 Ä ∞ @ Ä ! 8 Ä ∞8 8∞ #�α

también por los lemas y de §  )l l l l l l� � � ���? @ ? ! œ ? ' ( #Þ∞ ∞ ∞!8 Ä ∞

Por lo tanto, como  y@ � @ − G Ð ‚ dÑ(!
" Hl l l l� �@ � @ � @ œ � @ �8 ‡" "! !( %

entonces
o sea  en .@ � @ � ! @ � @ ‚ d %( (! !

H � �
Definamos ahora y . Por tenemos que, como@ œ @ ? œ ? @ œ ? @ $�

( (! !
� � � � � �

! � � "5(!

P @ œ P @ œ @ , � , @ � , ? @ Ÿ @ , � , @ � , ? @c d c d � � � �� � � �( ( ( ( ( ( ( (! ! ! ! ! ! ! !
5 " # " #

œ @ , � , @ � , ? @� �� �" #

Por lo tanto

Ÿ
 c d � �
¹ � �P @ Ÿ @ , � , @ � , ?

@ œ !� &
" #

` ‚dH

Como también , se tiene de y por el principio del@ œ @ − � ! $�
(! � e f � �

máximo que:
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  en@ � ! ‚ d 'H � �
También por el lema %Þ

en? œ ? @ � ! ‚ d (� � � �H

y por � �%
en@   @ ‚ d )H � �

Veamos ahora que , aplicando el lema , tenemos? Ÿ ? %Þ

P ? œ ? 7 + � + ? � + @   ? #+ � + ? � + @ œ ? + � + ? � + � + @c d � � � � � �‡
" # " # " #

Pero, como , tenemos+ Ÿ +# " # "
7 +
+" ) "
‡

"

+ � + @ œ + � +   + � 7 + œ + �# # "
+
+ + , �+ , +

‡ + + �+ , 7 +" ) # "

" " " # # "

# " #"
# ‡" � �

œ + � 7 + œ + � + œ + " �
+ + �,
+ , �+ ,

‡# " #

" " # #

� �
7 7� �

Pero
  entonces" � � � ! " � � � !- -" "

+ +7 7

Luego
   en+ � + @ � ! ‚ d# H

Por lo tanto en y también , así esP ?   ? + � + ? ‚ d ? œ ! ?�c d � � ¹"
` ‚d

H
H

supersolución del problema y como se puede encontrar tal que� �\M � !$

+ � � � ? ‚ d '$ $: H+�
+ !
-"

"
y en siguiéndose del lema y la prueba del

lema que%

  en$: H! !Ÿ ? Ÿ ? ‚ d
en particular   en  .? Ÿ ? ‚ d! H

Pero por el lema y como en ; luego en&Þ @ − ß ? @ Ÿ ? ! œ ? ‚ d�� H� � � � !

total
en? œ ? @ Ÿ ? ‚ d *� � � �H

Ahora, por el lema tenemos$

    enP @ œ @ 7 + � , @ � , ? ‚ dc d � �‡
" # H

pero   entonces7 +   ,‡

enP @   @ , � , @ � , ? ‚ d "!c d � � � �" # H

Además, sabemos que
  enP ? Ñ œ ? 7 + � + ? � + @ ‚ d ""c d c d � �‡

" # H

También
@ œ œ œ + Ÿ 7 + œ Ÿ Ÿ � @" ) ) ) # #" " ! !

+ �+ ,
+ , �+ , + , �+ , + , �+ , + + +

+ �, + �, ‡ + + +" " # " #
#

" #

" " # # " " # # " " # # # # #� � � �" #

7

Luego    en@ � � @ ‚ d+
+ !
#
# H

(  entonces� � � � c d" ‡ ‡ ‡
" " ") ) ) ) )7 + � + œ P � ! 7 + � +   ! Í + Ÿ 7 +� �# " !ya que )+ � � + � +- # 7

y así: , esto nos da+ @ � + � + @# ! ##

   en+ @ � @ � + ‚ d "## !� � � �# H

Pero luego  , de donde+ œ + � + + @ � @ � + � +#! #� �
   en+ � + @ Ÿ + � + @ ‚ d "$# # H � �

Como ,  entonces de obtenemos+ � + � � + œ #+ � + � 7 + � + "## -! "
‡ � �

  en+ @ � @ Ÿ 7 + � + ‚ d "%#
‡� � � �H
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lo cual equivale a que
    en7 + � + @   + � + @ ‚ d "&‡

# # H � �
De y se sigue que� � � �"" "&

  enP ?   ? + � + ? � + @ ‚ d "'c d � � � �" # H

Ahora por la elección de en , tenemos que en@ � ‚ d @ œ @( ( (! ! !
# H 5‡� �

H‚d ? œ ? @ %Þ ", luego , satisface el lema del § , así� �
  enP ? œ ? + � + ? � + @ ‚ dc d c d" # H

aplicando obtenemos� �"$
P ? Ÿ ? + � + ? � + @ "(c d � � � �" #

De y el lema del § existen tales que� � � � � � � �& ß "! ß "' ß "( " " ?ß @ − G Ð ‚ dÑ#�α H� � � �?ß @ M ? Ÿ ? Ÿ ? @ Ÿ @ Ÿ @ ‚ des solución del problema y , en  .H

Además de y se sigue que en .� � � �' ( ?ß @ � ! ‚ dH

�

§  .&Þ APLICACION

Es un hecho "notabilísimo" el considerar el problema parabólico con
condiciones de frontera dado por

 en
 en

 ,
� � Û

ÚÝ
ÝÜ

c d c d� � � � � �c d c d� � � � � �
¹ ¹\MM

P ? œ ? + Bß > � + ? Bß > � + @ Bß > ‚ d
P @ œ @ , Bß > � , @ Bß > � , ? Bß > ‚ d

? œ ! @ œ !� �

" #

" #

` ‚d ` ‚d

H

H

H H

donde es un dominio acotado de , de clase conH Hd R   #ß ` GR #�α

! � � "α

P ? œ � + � , � -?
µc d � �� �`? ` ? `?

`> `B `B `B
3ß4œ" 3œ"

R R

34 3
#

3 4 3

+ Bß > � !ß , Bß > � !ß + œ + ß , ß - Ÿ !
µ� � � � � �34 43 3 son funciones periódicas con

período , además y son constantes positivas.X + ß + ß , ," # " #

El modelo de demostración utilizado para hallar la solución del problema� �M , es el mismo en su integridad que para hallar la solución al problema� �\MM , solamente basta con leves modificaciones en las hipótesis
generales y en la definición de algunas truncaciones utilizadas  y
curiosamente la solución tiene la misma forma, solamente cambiando el
operador parabólico por elíptico. Más aún el modelo utilizado es
esencialmente el mismo que usó el profesor Victor Manuel Ardila de la
Peña en su magistral intervención en el seminario de Ecuaciones
diferenciales parciales en la Universidad Nacional de Colombia; de
octubre a noviembre de 1990.
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A continuación se presentan los dos resultados básicos utilizados en el
modelo de demostración del problema para el caso de operadores de� �M
tipo parabólico.
TEOREMA . Existe y una función con las siguientesE − dß � ! −" " "- - : „

propiedades
   en� � c d3 P œ ‚ d�: - : H"

en y en� �33 � ! ‚ d � ! ` ‚ d: H H
`
p
:

: (

Si , en  entonces� �333 @ − @ œ ! ‚ dß � ! œ�Î s s„ H - - -" " "

y existe una constante de manera que  .5 Á ! @ œ 5s s:

En la demostración de este teorema se usan cinco lemas los cuales son
presentados a continuación y están demostrados despues de la
demostración del teorema .E"

LEMA "Þ @ − G Ð ‚ dÑ œ 0 − G Ð ‚ dÑÎ0 œ ! ` ‚ d @ � ! ‚ dßSi en , en" "H H H H˜ ™
@ Bß > � X œ @ Bß > ß � ! ` ‚ d � !�� � � � `@

`p(
en entonces existe tal que siH %

A − G Ð ‚ dÑß A Bß > � X œ A Bß > @ � A � A � ! ‚ d�"
"H % H� � � � l ly  entonces  en

(La demostración se hace por contradicción usando el principio del
máximo).
LEMA Si , , donde#Þ V œ P À 0 − O 0 œ !�Î� � ���"

… „

… H Hœ ? − GÐ ‚ dÑÎ? Bß > � X œ ? Bß > ß ? − G Ð ‚ !ß X Ñ˜ ™� � � � c dα

con norma l l† α
H‚ !ßXc d

en yO œ 0 − Î0   ! ‚ d 0 œ !�š ›¹… H
` ‚dH

y  entonces  en y en  .@ œ V 0 @ � ! ` ‚ d � ! ` ‚ d� � H H`@
`p(

LEMA $Þ Si con denotamos al siguiente conjuntoA

, existe tal que yA - - -œ − dÎ � ! 0 − O 0 œ ! 0 Bß > Ÿ V 0 Bß >�Îe � � � �� �
para todo � � fBß > − ‚ dH

entonces el conjunto no es vacío.A

LEMA %Þ œ � !Si  entonces- A -" "inf

LEMA Si , y para todo&Þ 0 − O 0 œ ! 0 Bß > Ÿ V 0 Bß > Bß > − ‚ d�Î � � � �� � � �- H"

entonces 0 œ V 0� -" � �
DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA : Denotemos al subespacioE s

" „

„ Hs œ 0 − G Ð ‚ dÑÎ0 Bß > � X œ 0 Bß >�˜ ™� � � �"�"

del espacio
 ,„ Hœ 0 − G Ð ‚ dÑÎ0 Bß > � X œ 0 Bß >�˜ ™� � � �"�α

donde ." α− Ð ß "Ñ

Por ser y como ø existe una sucesión en y una- A A - A" 7 7œ"
∞œ ß Áinf e f

sucesión en tal que y ene f l l � �A O œ ß A œ " A Ÿ V A7 7 " 7 7 7 77œ"
∞

7Ä∞ ∞lim - - -

H „‚d 7   " ? − P ? œ 0�, para todo entero . Sabemos que si es tal que c d
para dada en , existe una constante tal que ,0 5 � ! ? Ÿ 5 P ?… # #"� ∞l l l lc d"

por lo tanto para esta misma se tiene5#
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l l l l� �V A Ÿ 5 A Ÿ 5 ß8 # 7 #"� ∞"

para todo entero positivo .7

Por ser la inyección compacta existe una subsucesión de3 À s„ …��e f e f� � � �V A V A7 77œ" 7œ"
∞ ∞denotada también la cual converge a una función

@ − … … en la -norma.
De la desigualdad , para todoA Bß > Ÿ V A Bß > ÐBß >Ñ − ‚ d7 7 7� � � �� �- H

obtenemos:
 ," œ A Ÿ V Al l l l� �7 7 7∞ ∞-

para todo entero positivo. Tomando límite en la anterior desigualdad:
" œ A Ÿ V A œ @lim lim

7Ä∞ 7Ä∞
7 7 7 "∞ ∞ ∞l l l l l l� � - -

De esta desigualdad obtenemos que . Además@ œ�Î

 .@ œ V A Ÿ V V A œ V @lim lim
7Ä∞ 7Ä∞

7 7 7 "� � c d � �� �- -

Por el lema y esta última desigualdad concluimos que&Þ

    en@ œ V @ ‚ d� - H" � �
La última parte del teorema es consecuencia directa de un teorema de
comparación de Sturm. Al número se le denomina el valor propio-"

principal de PÞ

�

DEMOSTRACIÓN DEL LEMA Por hipótesis en y   en#Þ P @ œ 0   ! ‚ d @ œ !� �c d H

` ‚ d @H , por el principio del máximo para ecuaciones de tipo parabólico
no puede tener un mínimo menor o igual a cero en , por lo tantoH‚d
@ � ! /8 ‚ d "Þ ` ‚ dH H. Por este último hecho y el lema ,  en .`@

` p(

�

DEMOSTRACIÓN DEL LEMA Por el principio del máximo  y$Þ V " œ 0 − O�� �
0 œ ! D œ V 0 # D � ! ‚ d � !� �Î . Denotemos con . Por el lema , en y en� � H `@

` p(

` ‚ d " � !H %. Por estas últimas desigualdades y el lema , existe tal que si
A − G Ð ‚ dÑ A Bß > � X œ A Bß > A � ! ‚ d�" H Hy  entonces  en , con la única� � � �
condición que .l lD � A �" %

Tomemos suficientemente pequeño tal que$ � ! l l l l� �D � D � 0 œ 0 �$ $ %" "

esta desigualdad por lo dicho anteriormente implica que enD � 0 � !$

H‚d, esto es
0 Bß > Ÿ D Bß > œ V 0 Bß >� � � � � �� �" "

$ $

para todo por lo tanto� �Bß > − ‚ d − ÞH A"
$

�

DEMOSTRACIÓN DEL LEMA Para cada  existe tal que  y%Þ − 0 − O 0 œ !�Î- A

  en! Ÿ 0 Bß > Ÿ V 0 Bß > ‚ d� � � �� �- H

Por el lema y el hecho de que es uno a uno y sobre, para cada# P À „ …��
0 − ? − P ? œ 0 5 � !ß 5 � !… „existe tal que y existen constantes talesc d " #

que
yl l l l l l l lc d c d? Ÿ 5 P ? ? Ÿ 5 P ?„ "…" #"� ∞
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obtenemos
! � V 0 Ÿ V 0 Ÿ 5 0 Ÿ 5 V 0l l l l l l l l� � � � � �∞ "� ∞ ∞# #" -

y de esta desigualdad , para , por lo tanto- - A -  � ! −  " "
5 5"
# #

�

DEMOSTRACIÓN DEL LEMA Supongamos que ,  y&Þ 0 − O 0 œ !�Î

 en0 Bß > Ÿ V 0 Bß > ‚ d� � � �� �- H"

Por el lema , en y en  .#Þ @ œ V 0 � ! ‚ d � ! ` ‚ d� � � H H`@
` p(

Demostraremos a continuación que . Sabemos queD œ @ � 0 œ !�-"

en- - H" "V 0 � 0 œ @ � 0 œ D   ! ‚ d�� �
Si entonces por el lema , en y en  .D œ ! #Þ V D � ! ‚ d � ! ` ‚ d�Î � � H H

`V D

` p
� �
(

Por estas últimas desigualdades y el lema , existe tal que" � !ß �$ $ -‡ ‡
"

enV D � V @ � ! ‚ d� � � �$ H‡

esto es ;
! � V D � V @ œ V @ � V 0 � V @� � � � c d � �� � � �$ - $‡ ‡

"

œ � V @ � V 0 œ � V @ � @� � � � � � � � � �- $ - $" "
‡ ‡

de donde;
@ Ÿ � V @ ß @ − Oß @ œ !�Î� � � �- $"

‡

por lo tanto . Esta contradicción demuestra que- $ A"
‡� − po� �

en! œ D œ @ � 0 œ V 0 � 0 ‚ d� �- - H" " � �
�

TEOREMA DE COMPARACIÓN Supóngase que ,E ?ß @ − ? œ !ß @ œ !ß T ßU� �Î Î# � � „

son funciones definidas y acotadas en ,H‚d T Bß > � X œ T Bß > ß� � � �
U Bß > � X œ U Bß > P ? œ T? ‚ d P @ œ U@ ‚ d T Ÿ U� �� � � � c d c d. Si   en ,   en yH H

en  entoncesH‚d� �3 @ ‚ dcambia de signo en , oH� �33 T œ U ‚ d @ œ ?� �  en y existe una constante tal que .H # #

DEMOSTRACIÓN: Elijamos una constante tal que en .5 � ! 5 � : � ! ‚ dH

Supongamos que no cambia de signo, podemos suponer en@ @   !

H‚d. Por hipótesis tenemos la siguiente desigualdad
  enP @ � 5@ œ 5 � U @   ! ‚ dc d � � H

Por ser en , por la desigualdad anterior y el principio@ œ !ß @   ! ‚ d�Î H

del máximo para ecuaciones de tipo parabólico obtenemos que en@ � !

H‚d # E � !. Por este último hecho y el lema del teorema , en"
`@
` p(

` ‚ d � !H %. Esto implica la existencia de tal que si

yA − G Ð ‚ dÑß A Bß > � X œ A Bß > ß A œ ! @ � A �� �"

` ‚d
H %� � � � ¹ l l

H

entonces
enA � ! ‚ dH

Tomemos suficientemente pequeño tal que    entonces$ $ %� ! ? �l l"l l l l� �@ � @ � ? œ ? �$ $ %" "

por lo tanto
  en  .@ � ? � ! ‚ d$ H

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



Darío Sánchez H        Ensayo de una solución de un problema de E.D   46

Denotemos con
en# Hœ - − dÎ@ � -? � ! ‚ dsupe f

Por ser podemos suponer que existe tal que? œ ! B ß > − ‚ d�Î � �! ! H

? B ß > � ! ! � � ∞� �! ! , de hecho esto implica que . Además#

    en@ � ?   ! ‚ d# H

y
   en� � c d � � � �� � � �P � 5 @ � ?   U� T @ � T � 5 @ � ?   ! ‚ d "# # H

Las desigualdades implican la existencia de un punto� � � �" B ß > − ‚ d" " H

tal que
.� �� � � �@ � ? B ß > œ ! #�# " "

En caso contrario la desigualdad y el argumento anterior cambiando� �" @
por implicaría la existencia de un número tal que@ � ? � !# $!� �@ � ? � ? � ! ‚ d# $ H #! en , contrario a la definición de . Por la
desigualdad y el principio del máximo para ecuaciones de tipo� � � �" ß #
parabólico

@ � ? œ @ � ? B ß > œ !�# #� �� �" "

esto es, y@ œ ? T œ U� #

�
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Espero que el lector haya obtenido algún provecho de este trabajo en el aprendizaje de la teoría de las ecuaciones

diferenciales parciales. En esta forma presento un ensayo de un tipo de problema que se puede catalogar como una

investigación, propuesta en este proyecto de aprendizaje en matemática avanzada.
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