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Presento al cibernauta un aporte en analisis no lineal, el cual fue un
cursillo que dicté en el VIl Coloquio Distrital en Bogota, alla por el afio
de 1991: constituyendo una herramienta fundamental y que tiene por
finalidad facilitar la lectura de los diversos aportes que, en este
proyecto de aprendizaje de la matematica avanzada, he presentado y
que el interesado sabra valorar y asimilar.

INTRODUCCION. En la investigacion de muchos topicos sobre ecuaciones
diferenciales, las funciones convexas juegan un papel destacado, como es
el caso de los sistemas hamiltonianos con potencial convexo.

Con el objeto de presentar la matematica util en la investigacion de ese
tipo de problemas, me propongo redactar en este aporte el analisis no
lineal, dirigido a la resolucion de problemas enunciados en articulos
diversos y aqui presentados.

§1. TOPICOS EN ANALISIS CONVEXO.

Sea E un espacio de Banach real ( vea [8] ), 4 C E una parte convexa y
f:U—>R, donde R=RU{ oo, +c}. Se sabe que fes una funcién
convexa cuando paratodo u,v en Y y 0< ) <1 setiene
fu+ (1 =)o) < Af(u) + (1= A)f(v)
cada vez que el segundo miembro tenga sentido.
Cuando f:U/——>R es convexa y a € R, en el conjunto U/ se distinguen
claramente dos subconjuntos
{uel; fluy<a}, vy, {uel; flu)>a}

los cuales se conocen como las secciones y son partes convexas en E.
Dada una funcidn convexa f : E—® se denomina dominio efectivo de f
al subconjunto del dominio de f, definido de la siguiente forma

domesf ={u € E; f(u) < 4+ oo}
Considérese f: U/ —R y f : E—R definida por

Yoy Jflw) si uwel

f(u)_{ +oo si ueE-U
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resulta que f es convexa si y solo si ¢/ es una parte convexa de E y
f:U—>R es una funcidén convexa.
Sea U C E, se denomina /indicatriz de U a la funcion x, dada por
0 sixzxeld

X(2) = { toosi e E—U
Resulta asi que U/ es una parte convexa de E, si y sélo si, la indicatriz y,
es una funcién convexa. En esta forma el estudio de los conjuntos
convexos se puede reducir al estudio de las funciones convexas.
Sea f : E——X una funcidon convexa, se dice que f es propia cuando

{z €E; f(x) = —o0} =0, Yy, {z€E, f(x) = +00} #E.

Se denomina epigrdfico de una funcién f:U —R, al subconjunto de
E x ® dado por

Epif ={(z,a) e ExR; f(x) < a}
Notese que {(z,a) e Ex R; f(z) =a} es el grafico de f. Por lo tanto, su
Epi fes la coleccion de los puntos de E x ® que estan por arriba del
grafico de f incluyendo el propio grafico de f. La proyeccion del Epi f
sobre E es justamente el dominio efectivo dom,; f.

PROPOSICION 1.1. Una funcion f : E—— R es convexa, si y solamente si, su
Epi f es una parte convexa de E x R.
DEMOSTRACION. Supongamos que f es convexa y (z,a),(y,b) € Epif, se
tiene f(z) <a < + o0, f(z) <b< + o0y paratodo A € [0,1] se obtiene

fAz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1 =) f(y) < Aa+ (1= A)pb.
Resulta que

AMzya)+ (1= A)(y,0) = Az + (1 =Ny, \a+ (1 = \)b) € Epif.
Reciprocamente supongamos que Epif es una parte convexa de E x R. Se
sabe que dom.sf es la proyeccion de Epif sobre E, asi sean z,y € dom.yf
entonces a > f(z), b > f(y)para a,b € R cualesquiera. Resulta de aqui que
Az,a) + (1 — M) (y,b) € Epif, paratodo 0 < X <1 luego

FOz+ (1 =Ny < Aa+ (1= N\)b.

Cuando f(z), f(y) son finitos, basta tomar a = f(z), b = f(y) para concluir
que f es convexa. Cuando f(x), f(y) no son finitos, se hacen a y b tender
a un valor infinito de modo apropiado.

DEFINICION 1.2. Se dice que f : E——R es semicontinua inferiormente (s.c.i)
cuando se tienen las siguientes condiciones.

i) Paracadaa e R, {x € E; f(z) <a} es cerrado enE.

i1) Para cada x € E se tiene f(x) < lim inf f(v).

Por ejemplo dada una forma bilineal simétrica, continua, ¢(z,y) en E x E
se sigue que v+— ¢(v,v) es semicontinua inferiormente con respecto a la
topologia débil de E. También para f e E*, continua, la aplicacidon
v— (f,v) es semicontinua inferiormente.
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DEFINICION 1.3. Sea f:E——XR , se denomina derivada direccional de f en
/a direccion de v, al limite

Jim 4[f(z -+ \0) - f(2)
X un numero real positivo, cuando este limite existe y se representa por

f'(,v).

Cuando existe una forma lineal continua y sobre E, esto es y € E* (el dual
de E) tal que para todo v € E se tiene f'(x,v) = (x,v) entonces se dice que
f es derivable en el sentido de Gateaux y x se denomina la derivada de
Gateaux de f en z, la cual se representa por f'(x).

PROPOSICION 1.4. Sea f : E —>R convexa y diferenciable en el sentido de
Gateaux en u € E. Para todov € E se tiene

f) = f(u) = (f'(u),v—u).
DEMOSTRACION. En efecto, siendo f convexa, se obtiene

Af(0) + (1 =N f(u) = f(Av+ (1= MNu)

y de aqui se obtiene

) = flu) = L[f(u+Av =) = ().
Tomando limite cuando )\ tiende a cero, y observando que f es derivable
en el sentido de Gateaux, se obtiene la desigualdad deseada.
O
Consideremos una funcién f: E ——R convexa. De la proposicion 1.4 se
deduce que si f es derivable en el sentido de Gateaux en u, entonces

f) = flu) = (f'(u),v—u)

para todo v € E. Cuando fes convexa, pero no diferenciable se define la
subdiferencial de f como sigue:

DEFINICION 1.5. Se dice que x € E* es un subgradiente de f enu cuando

fw) = f(u) = (v —u)

para todo v € E.

Represéntese por df(u) a la coleccidon de los subgradientes de f en u, es
decir

0f (u) = {x € E*/f(v) - f(u) = (x,v—u)}.
La funcién de f:E—>E* dada por df:u — df(u) se denomina
subdiferencial de f en w.

Mas exactamente la aplicacion df es multivaluada, esto es, esta definida
de E en 2F. Para seguir una uniformidad con el lenguaje se suele
representar la subdiferencial en la forma

f(v) = f(u) > (Df(w), v —u)
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pata todo v € E. Esto quiere decir que f(v) — f(u) > (x,v—u) para todo
v € E, cualquiera que sea el subgradiente x € 9f(u).

Se demuestra que cuando f es diferenciable en el sentido de Gateaux en
u € E, entonces su subdiferencial es 9f(u) = {f'(u)}

Por otro lado, se tiene que si f es finita, continua y posee un unico
subgradiente en u € E entonces f es diferenciable en el sentido de
Gateaux enuy Of(u) = {f'(u)}.

§2. CARACTERIZACIONES DE UNA PROYECCION SOBRE

CONJUNTOS CONVEXOS.
Sea H un espacio de Hilbert real, consideraremos aqui la proyeccion
sobre un conjunto convexo de H.

AFIRMACION 1. Sea K wun conjunto convexo cerrado de un espacio de
Hilbert real 'H. Entonces para cada x € H existe un unicoy € K tal que
(1) lo—yll = inf ||z~ n|

Veamos la afirmacién: Sea n, € K una sucesion minimizada, naturalmente
se tiene

@ lim o — ] = d = inf n— 2|
por la ley del paralelogramo
|z +yl* + lz — ylI* = 2 [|=I* + 2[ly]I*, z,y €H
tenemos
2l — nyl* + 2l — mil|” — 4l — ( nﬂrm)HQ
=2(z —nj,x —nj) +2(x —n;,z — 4(z = 3(nj+n),z — 3(n;+n;))

= 2(x,x) — 4(z,n;) + 2(n;,nj) + 2(m,x) 4(x,n;) 4+ 2(ng, n;) +
+4(z,ny + ) — Az, @) = ng+ gl

2 2 2 2 2 2
= 217+ 2llmall” = g+ 7all™ = i + ™+l = mall” = fimg + i
= [In; — nill%
0 sea tenemos
2 2
8) Iy —nal® = 2w = nyl* + 2z = nill* = 4}z = 3(n;+n)|".

Como K es convexo, se tiene que L(n;+n;) €K yd? < |z —1(n;+n)l’

2
esto dado que
|lz=5(n;+n)|| > IQI;KHn—xH =d
se sigue entonces que
I = nill® < 2l —ny|* + 2]l — ni]|* — 4d°
Como d =inf |[n—z|, concluimos que lim |n;—n;|=0 Yy {n;} es una
neK J,i—00

sucesion de Cauchy. Por consiguiente y dado que H es completo, existe
un y € K tal que
limn; =y

J—0o0
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y ademas |z —y|| = lim |z — n;|| = d.
J—0o0

Para ver que y es Unico, solamente observe que para y,y € K tales que
—yl =z =y = inf ||z —
lo = yll = llz = v/l = inf Jlo— n]
y usando (3) tomando n; =y, n; = y' obtenemos
2 2 2

ly = y'[I* = 2l|lz = ylI* + 2llz — /|* = 4|z — (v —)||” <4d* —4d* =0
de donde se obtiene que y =1/ .
O
Se puede caracterizar la proyecciéon mediante desigualdades, conocidas

como desigualdades variacionales, como lo podemos ver en el siguiente
resultado; utilizando pj(x) como notacién para la proyeccion.

TEOREMA 1. Sea K un conjunto convexo, cerrado de un espacio de Hilbert
H. Entonces y = pyx, la proyeccion de x en K, s/ y solamente si
4) yeK: (yyn—y)> (z,n—y) paratodo n K.
DEMOSTRACION. Sea =z € H, y , y = piz € K. Puesto que K es convexo
(1-ty+itn=y+t(n—y) €K paratodoneK, 0<t<1
y por lo tanto de (1) la funcion
o(t) =z —y—tin—y* = |z — yl* - 2t(x — y,n — y) + 2|In — y|’
toma su minimo para ¢ =0. Asi ¢'(0) > 0, de donde se tiene que
(xt—y,n—y) <0, paran €K
o en forma equivalente se tiene
(y,n—y) > (z,n—y), paran € K.
Por otro lado, si
y € K: (y,m—y) > (x,n—y), paran € K
entonces
0<(@y—z,(n—2)+@—y) < —lle—yl’+y—z,n—2)
Por lo tanto
ly—2l® < (y—z,n—2) <y —zll|n - z|.
De donde finalmente
ly—z|| <|ln—=z[| para neK.
Se puede ahora considerar un operador de H en H dado por pj : H>H
que a cada z € H asocia piz.

AFIRMACION 2. Sea K wun conjunto cerrado convexo de un espacio de
Hilbert 'H. Entonces el operador pj es no expansivo, esto es
(5) |pke — pia’|| < |lw — /|| para z,z' € M.
DEMOSTRACION. Dados z,2’ € H, seay = pgz Yy y = pka’. Entonces

yeK: (yyn—y)>(r,n—y), neK

v eK: (y,n—vy)> @ ,n—-y), nek.
Tomando n =1y en la primera desigualdad y n=y en la segunda
desigualdad y sumando obtenemos

2
ly=yI"=w—-v.y—y) < (z—2y—9y) < |z -2y — |
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O-

ly =o' < ||z —2'||.

TEOREMA 2. (Brouwer). Sea K c RY compacto, convexo y sea F :K—K
continua. Entonces I admite un punto fijo.
DEMOSTRACION. Sea Q una bola cerrada en RV tal que Kc . Por la
afirmacion 2, pj es continua, por tanto la aplicacién

Fopg : Q—>K CQ
es una aplicacion continua de Q en si mismo. Por el teorema del punto
fijo de Brouwer (1), entonces existe un punto # € K para el cual

Fopit =% €K
como ya se hizo notar cuando z € K, pix =z, luego F(%)=7%.

(h)Brouwer: Sea F una funciéon continua de una bola cerrada ¥ c ®Y en si misma,
entonces F' admite al menos un punto fijo.

§3. DESIGUALDADES VARIACIONALES.

Sea f: I = [a,b] > R una funcion suave, sea z, € I para el cual
(o) = min f ().

Tres casos pueden ocurrir

i) Si a<uxy<b,entonces f'(xy) =0

ii)si xo = a, entonces f'(zy) >0,y

i1i) si xo = b, entonces f'(xzy) <0.

a Xg b [a b la .
i} ° ii) iii) b

Estos casos se pueden resumir escribiendo
f(xo)(x —x0) >0 paratodo z €l

este tipo de desigualdades son denominadas desigualdades
variacionales.
En el estudio de las desigualdades variacionales son frecuentes conceptos
como "una funciéon F de un espacio lineal X" 6 "un subconjunto convexo
K c X" en su dual X*. Recordemos que el dual (§)%N)* de RV es el espacio
de todas las formas lineales

a: RVN—R, x = (o, x)
definidas en RV
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(RN IxrN —— R
l‘IT/
N -
La aplicacién bilineal

(RV)* x RV— SR
(o, ) = (o, @)
es conocida bajo la denominacion de "/igamiento' otambién aplicacion de
Clarke y mediante ella podemos identificar (RY)" con R, por ejemplo,
podemos identificar a € (RY)"con el elemento 7acRY tal que

(o, ) = (Ta, ).

TEOREMA 3. Sea K cC RN wn conjunto compacto, convexo y sea
F: K——(RY)"una aplicacion continua. Entonces existe un z € K tal que
(1) (F(z),y—x)>0 para todo y € K.
DEMOSTRACION. La prueba del teorema es equivalente a mostrar la
existencia de
reK: (z,y—2x) > (x —nF(z),y —z) paratodoyecK

Ahora la aplicacion

pg(I —7F): K—> K
donde Ix ==z, es continua, por lo tanto, el teorema 2 nos brinda la
existencia de un punto fijo z € K, esto es

r=pg(Il —7F)x.
Por el teorema 1 de caracterizacion de la proyeccidén, se sigue que

(x,y —x) > (x —7F(z),y—x) paratodoyecK.

O
DEFINICION 3.1. Sea K un conjunto convexo de " y x € 0K (donde 0K es la
frontera de K). Un hiperplano (a,y —z) >0 para todo o c (RY)* — {0} es
llamado un hiperplano de soporte o hiperplano soportado de K si
(a,y — x) > 0 para todo y € K.

AFIRMACION 3. Sea x una solucion de (F(x),y—x)>0para todo ycK y
supongamos que x € JK. Entonces F(x) determina un hiperplano
soportado de K, siempre que F(x) # 0.

Esta afirmacion es clara ya que la funcidn afin f(y) = (F(x),y — =) es no
negativa para todo y € K.

3.1. DESIGUALDADES VARIACIONALES EN %7,
Estas se presentan cuando enunciamos problemas como el que sigue, en
donde los espacios de base son R y su dual (RVY)*.
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PROBLEMA 1. Dado un conjunto K convexo, cerrado en R y F : K—>(RY)*
una funcion continua, hallar
reK:(F(z),y—z)>0 para yeckK

Si K es acotado, ya hemos probado la existencia de una solucién para el
problema 1 en el teorema 3. Pero en general este problema no siempre
admite soluciéon como puede verse al tomar K =R, entonces tomando
f(z) = e” en la desigualdad

f(x)(y—2x) >0 paratodoyec R
no se tiene solucion, como se puede comprobar muy facilmente.
El siguiente teorema da una condicién necesaria y suficiente para la
existencia de soluciones al problema 1.
Dado un conjunto convexo K escojamos Ky = KNQr donde Qres una
bola cerrada de radio Ry centro 0 € RV

Para F : K — (R")* notamos que existe al menos un
(1) {a:REKR:(F(xR),y—xR>ZO }

para todo y € Kg
siempre y cuando Kpy # @, esto segun el teorema 3.

TEOREMA 4. Sea K c R un conjunto cerrado, convexo y
F:K— (RV)

una funcion continua. Una condicion necesaria y suficiente para que
exista una solucion para el problema 1, es que exista un R > 0 tal que la
solucion zp € Ky de (1) satisfaga que
(2) lzrl < R
DEMOSTRACION. Es claro que si existe una solucion para el problema 1
siempre que ||z|| < R, pues en ese caso x € Qp NK.
Supdngase ahora que zy € Kp satisface (2). Entonces zp es también
solucion para el problema 1; en verdad, puesto que |zz|| < R dado
yeK, w=xzgp+e(y—2xr) €K para ¢ >0 suficientemente pequefio, por
consiguiente

zp € Kp CK:0< (F(xg),w—xp) =€e(F(xr),y —xr) para y K
lo cual implica que z es solucion para el problema 1, lo cual se queria
obtener.
O
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Una nocién de mucha utilidad en el analisis convexo y sus aplicaciones es
la coercitividad la cual presentamos bajo el siguiente resultado.

AFIRMACION 4. Sea F : K —— (RY)* una funcion tal que
(3) Flo) Fler—m) _, 4 o cyando |z| — +o0, z€K

l|z—z0ll

para algun x, € K. Entonces existe una solucion para el problema 1.
DEMOSTRACION. Escéjase H > ||[F(xg)|| Y R > ||zo|| tal que

(F(x) — F(xg),z —x0) > H||z — x0|| paralz| >R, ze€kK.
Entonces

(F(z),z —z0) > Hl|z — 29| + (F(20), x — z0)
(4) > Hl[z — xol| = [[F (o) |||z — zo|

> (H = [[F(zo) D[] = [[zoll) para |[lz]| = R.

Ahora sea z € Ky la solucion de (1). Entonces

<F(1’R),IIIR — IL’0> = — <F(.I'R),CL‘0 — (ER> S 0.
Asi en virtud de (4), |zr|| # R. En otras palabras, ||zz| < R.
Generalmente, la solucion para una desigualdad variacional no es Unica.
Existe sin embargo una condicion muy natural la cual asegura unicidad.
Supongase que z,7’ € K son dos soluciones distintas para el problema 1,
entonces

zeK; (F(x),y—z) >0 yeK

2 eK; (F(o),y—a') >0 yeK
asi, tomando y =1’ en la primera desigualdad, y =z en la segunda y
sumando las dos obtenemos

(F(x) — F(2'),z —2') <0

Por lo tanto una condicion natural para la unicidad es que

(F(z) — F(2'),z —2') >0, para z,2' € K, z # a'.
Regresando a las condiciones de la afirmacidon 4, vemos que implican la
unicidad para el problema en dimensién infinita.

DEFINICION 3.2. La condicion (3) de la afirmacion 4, es una condicion de
coercitividad.

NOTA: La afirmacion:

<F(‘I’)“5S’jﬁj"""_‘”0> — + o0 cuando |z| — 4+ o0, z €K

nos brinda una condicion de coercitividad .

DEFINICION 3.3. Se dice que una aplicacion F :K—> (R®")* es mondtona si
(F(x) — F(2'),x — ') > 0 para todo z,x' € K
y es llamada estrictamente mondtona s/
(F(x) — F(2'),z —2') >0, para todo z,z' € K, x # z'.

PROPOSICION 3.4. Sea F:K, — (R®V)*wna aplicacion estrictamente
mondtona, continua del conjunto cerrado convexo K, c RY. Sea K, c K,
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un subconjunto cerrado y convexo. Supongase que existe una solucion a
cada uno de los problemas siguientes
zj € Ky (F(x)),y —z;) >0 para yeK; j=1,2
i) Si F(xq) # 0 y 1 # x9, entonces el hiperplano (F(xs),y — x2) =0 separa
xr1 de Ko
i1) Si F(xz9) =0, entonces x; = xs.
DEMOSTRACION. Veamos por comodidad la validez de (ii), sabemos que F
es estrictamente mondétona en K y a,70€K, entonces
(F(x1) — F(x2),x1 —x2) >0, por hipdtesis se tiene (F(zi),y—xz1) >0y
F(x9) =0, asi se recibe que (F(z1),z0 —x1) <0y (F(x1),1s —x1) > 0, esto
s6lo es posible si x5 = .
Veamos ahora i). Supongamos que z; no esta separada de K,, entonces
(F(xs), 21 — x9) = 0, por la definicion de z; se sigue
(F(x1),y —x1) >0paratodoy e Ky, y, Ky C Ky
luego en particular para z, se tiene
(F(x1),29 — 1) > 0,Y, (F(zx2),x1 — x9) = 0,
asi
<F(£L‘1),l‘2 — $1> — <F($2),I2 - ZL’1> == <F(I1) — F($2>,$2 — $1> Z 0
pero como x; # x,, Se obtiene que F no es estrictamente mondétona
contra la hipotesis.
O
§4. EL POTENCIAL CONVEXO COMO UNA DESIGUALDAD VARIACIONAL.

Veamos un problema elemental que nos lleva a desigualdades
variacionales, discutamos, la conexion entre funciones convexas y los
operadores mondétonos.
Sea f € CY(K), K c ®%, un conjunto cerrado convexo, y sea

F(z) = gradiente f(x) = V f(x).
En este punto no hacemos distincion entre RV y (RY)", permitiéndonos
asi presentar nuestro segundo problema, el cual nos permite hallar el
contacto entre los campos convexos y las desigualdades variacionales.

PROBLEMA 2. Supongase que existe unx € K tal que
= min
f(x) = min £ ()
Entonces x es solucion de la desigualdad variacional
xeK : (F(zx),y—x) >0 para todo y € K.
La inversa es vdlida siempre y cuando f sea convexo.

PROPOSICION 4.1. Supongase que f es convexa y x satisface
xeK : (F(x),y—x)>0 paratodo yeK
entonces

f(x) = min f(y).

yeK
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DEMOSTRACION. Puesto que f es convexo
(1) fy) > f(@) + (F(z),y —r) paradada y €K
Pero (F(z),y—x) >0, asi f(y)> f(z) de donde la proposicion, pues
tomando la funcion

g(t) = f(tz + (1 = 1)y) 0<t<1
g (t) es creciente pues g es convexa y por el teorema del valor medio se
sigue que

O
PROPOSICION 4.2. Sea f:E — R, E C R®Y, una funcion continua derivable (o
sea de clase C') convexa. Entonces F(x) = V f(x) es mondtona.
DEMOSTRACION. Dados z,2' € E, como f es convexa se tiene
f(x) > f(@") + (F@),z =), y , f(a') > f(z) + (F(2),2" — x)
sumando estas dos desigualdades obtenemos
(F(2') — F(z),2’ —x) >0 z,x' €E
de donde F' es monotona.
O
La proposicion 4.2 es también valida considerando f estrictamente
convexa y el potencial Vf(z) resulta estrictamente mondétono, siguiendo
el mismo procedimiento.
Sin embargo, no todo operador monotono proviene como un gradiente
(o potencial) de funciones convexas. Por ejemplo, consideremos el campo
vectorial que no es convexo,
F(z) = (z1,72 + ¢(21)), == (71,29) € R?
donde ¢ es una funcidn suave de la variable simple z; € R tal que
[¢(z1) — ¢(21)] < |z1 — 2| para zy, 25 € R.
De los calculos tenemos
(F(z) = F(2'), 2 — 2') = ((z1 — 21, 22 — 25 + ¢(21) — ¢(21)), (21 — 2, 22 — 3))
= (w1 — 24)” + (w2 — 7h) (z2 — @) + P (1) — ()
= (21 — 24)" + (w2 — 25)” + (22 — @) (¢(1) — B()))
> |lo —a'||* = |y — ab||¢(x1) — ¢(@))]
> |l — | — § o — 2b|° — 3o (z1) — @) > § [lo — )",

Esto nos dice que F(z) es mondtono y no es convexo.

PROBLEMA 3. Sea RY = {z = (z1,2s,...,2y) € RY :2; > 0 paratodo i}, un

conjunto convexo de R" ysea F: ®RY — RV. Hallar z, € ®Y tal que
F(.CC()) S %i\] Yy (F(l’o),l‘o) =0.

Para dar una solucion al problema 3, consideremos el siguiente resultado.

TEOREMA 5. £/ punto z, € RY, es una solucion para el problema 3, si y solo
si, xo € RY : (F(xo),y — o) >0 para yeRY.
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DEMOSTRACION. Primero notemos que si z; es soluciéon del problema 3,
entonces (F(zp),y) >0 para yeRY, asique
(F(x0),y — m0) = (F(0),y) — (F(20),z0) = (F(x0),y) = 0.
Reciprocamente supongamos que z; € ®Y es una solucién para la
desigualdad variacional, entonces
y=x0+e;, e =1(0,...,0,1,0,...0) (1 en el i — ésimo lugar)
es un elemento de RY, asi
0< (F(Ilfo),l‘() + e — $0) = (F(ZL‘Q),GZ') = Fl(l‘o) aS|,, F(ZL‘Q) c %f
Por lo tanto, puesto que y =0 € RY
(F(x0),20) < 0
(dado que (F(zg),y—x9) >0 en particular para y=0 tenemos que
(F(zo), —xp) > 0 de donde la afirmacién).
Pero z, F(z9) € RY implica que (F(z),z) > 0, asi
(F($0),$0) = 0.
O

§5. DESIGUALDADES VARIACIONALES EN ESPACIOS DE HILBERT.

5.1 FORMAS BILINEALES.
Muchos resultados interesantes en la teoria de desigualdades
variacionales pueden ser formulados en términos de formas bilineales
en espacios de Hilbert. Esta teoria puede generalizarse a la teoria de
problemas de frontera para ecuaciones elipticas lineales.
Sea H un espacio de Hilbert real y H* su espacio dual. Designamos por
(,) el producto interno en H, y |||| su norma, tobmese
H* x H—HR
(f,z) = (f, )

un ligamiento entre H y H* (también conocida como correspondencia
de Clarke).
Sea a(u,v)una forma bilineal (real) en H, es decir, a: Hx H—R es
continua y lineal en cada una de las variables u,v, se dice que la forma
bilineal a(u,v)es simétrica si

a(u,v) = a(v,u) para w,v € H.
Una aplicacion lineal continua

A: H—H*

determina una forma bilineal, esto segun el teorema de Riesz, via un
ligamiento
(1) a(u,v) = (Au,v).
Las condiciones de linealidad se verifican y

la(u, v)| < c||u|l||v]] para un ¢ >0
lo cual implica que o es continua. Y reciprocamente dada una forma
bilineal a(u,v), la aplicacion lineal

v = a(u,v) para ve H
determina una transformacion lineal continua A : H—>H* que satisface (1).
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DEFINICION 5.1. La forma bilineal o(u,v) es coerciva en H si existe \ > 0 tal
que
(2) a(v,v) > \|v|? para ve H.

La forma bilineal «(u,v) es coerciva si y solamente si la aplicacion A
definida por (1) es coerciva en el sentido de la definicién 5.1.
Evidentemente una forma bilineal coerciva «(u,v) define una norma

(a(v, v))% en H equivale a ||v].

5.2. EXISTENCIA DE SOLUCIONES PARA DESIGUALDADES VARIACIONALES EN ESPACIOS
DE HILBERT.

Con tal fin consideramos el siguiente problema:

PROBLEMA 4. Sea K C H un conjunto cerrado convexo de un espacio de
Hilbert H y f € H*. Hallar

veK:alu,v—u)>{(f,v—u) paratodo v e K.
La respuesta a este problema la encontramos en el siguiente resultado:

TEOREMA 6. Sea a(u,v) una forma bilineal coerciva en H, K C H, cerrado y
convexo, f € H*. Entonces existe una unica solucion para el problema 4.
Ademds, la aplicacion f — u es Lipschitziana, esto es Si uj,u; son
soluciones del problema 4, correspondiente a fi, f» € H* entonces
(3) s — sl < ()11 = Foll
Obsérvese que la aplicacion f — u es lineal si K es un subespacio de H.
DEMOSTRACION. Iniciamos con la demostracion de (3). Supdngase que
existe wuj,us € H soluciones de las desigualdades

w € K: a(u;,v—u;) > (fi,v—u;) para veK, 1=1,2,
tomando v=1u, en la desigualdad variacional para w; y v=wu;en la
desigualdad para u,, se obtiene
i) alur,ug —ur) > (fi,ug —u1), Y,

aug,u; — ug) > (fo, u; — ug),

sumando obtenemos
i) a(ug, ur —ug) + a(ur, ug —uy) > (fi,ue —u1) + (fa, w1 — ug)
lo cual es equivalente a

a(ug, up — ug) — aug, up — ug) > (fo, ur — u2) — (f1,u1 — ug)
por la bilinealidad se obtiene

a(ug —ur,up —ug) > (fo — fi,u1 — ug)
de donde

—a(ur —ug, w1 —up) > — (fi — fo,ur — ug)
asi

a(u; —ug,up —ug) < (fi — fo, us — ug).
Por lo tanto de la coercividad de «

Mg —wuo||* < (fr = foyur — u2) < || i = foll e

U1 — Us|
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por consiguiente se obtiene (3).
Resta demostrar la existencia de u, la cual presentamos en varios pasos:

1. Suponemos que «(u,v) es simétrica, se define el funcional
I(u) = a(u,u) - 2<f7u>
Sea d =infxI(u), ahora
I(u) > Alul|® = 2|/ f]
esto se debe a que
(LAl = Mul)? >0
y esto equivale a
AP = 20 £ el + A2 lull* > 0
de donde se tiene
—2| /]
deduciéndose que
d> — (HIfl5. > —oo
Sea u, una sucesion minimizada de I en K tal que
{u, €K; d <I(u,) <d+ 1}
Aplicando la ley del paralelogramo y teniendo en mente que K es
convexo vemos que
Mt — wm|? < @ty — U, Un — ) = 20(tn, tn) + 20 (U, Up,)
- 40‘(%(“71 + Um)v %(un =+ um)) - 4<fa Un> - 4<f= um> + 8<fa %(un + Um))
= 21 (up) + 21 (um) — 4 (5 (up 4 um)) < 2(d+ ) +2(d + L) — 4d.
Luego

ully > Mull® = ()1l = Allull® = = ()£l

H*

e = Allull”

ul = = ()11

H*

)\Hun - um||2 S 2[% + 1]

Hemos usado que
A(f,un) + 4 um) — 8(f, 2 (up + um)) = 0.

Por consiguiente la sucesion {u,} es de Cauchy y el conjunto K es cerrado
asi contiene un elemento « € K tal que u, — u en H luego I(u,)— I(u).
Asi I(u)=d vy para cualquier veK u +e(v—u) €K, 0<e<1 ademas
Iu+e(v—u)) > I(u).
Entonces

afut+e(v—u),u+e(v—u)) —2(f,u+e(v—u)) > I(u)
0

a(u,u) — 2(f,u) + 2ea(u,v — u) + (v — u,v — u) — 2e{f,v —u) > I(u)
como I(u) = a(u,u) —2(f,u) se sigue que

2ea(u,v —u) + 2a(v —u,v —u) — 2(f,v—u) >0
0 sea

a(u,v—u) > (f,v—u) — jea{v —u,v — u)
para todo ¢ tal que 0 < e < 1. Haciendo ¢ = 0 vemos que u es una solucion
del problema 4.
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2. Tratemos ahora el caso general donde «a(u,v) no es simétrica, mediante
una perturbacion, se introduce la forma bilineal coerciva siguiente

a(u,v) = ap(u,v) + tb(u, u), 0<t<1
donde

ao(u,v) = 3a(u,v) + a(v, u)]
y

b(u,v) = 3[a(u,v) — afv, u)]
son las partes simétrica y antisimétrica de «a. Obsérvese que
ag(u,v) = a(u,v) y que ay(u,v)es coerciva con la misma constante \, pues
a(v,v) = a(v,v).

LEMA. S/ e/ problema 4 tiene solucion para o.(u,v) y todo f € H* entonces
el problema 4 tiene solucion para o (u,v) y todo f e H* donde

b ’
T<t< T+, by <5, M= sup'H,IEm'?”‘ < + oo.

DEMOSTRACION. Se define la aplicacion T: H——>K por Tw = udonde u es
la solucién del problema

uweK: a(u,v—u) > (F,v—u) paratodo veK
donde

(Fy,v) = (f,v) = (t—71)b(w,v) ¥y T<t< T+t
esta desigualdad siempre tiene solucion, dado que, por hipotesis
a-(u,v—u) > (f,v—u) tiene solucion para todo f € H* y en particular para
f=F, € H* se tiene solucién. Asi T esta bien definida. Ahora dados
u; = Twy, Y, us = Twe podemos aplicar el hecho de ser f—ulipschitziana
para obtener que la funcion F;—ucumple con

Jur = wal| < TN lwr — wall < 5t = 7)MJwy — wy| < (5)toM]lwr — wsl]
con to% <1 (pues ty < %) Por lo tanto 7" es una aplicacidon no expansiva y
admite un Unico punto fijo por el teorema 2 del §2. Para éste se tiene:

uweK:a(u,v—u) > (f,o—u) paravek
y paracada t, 7 <t<7+t.
Para completar la demostracion del teorema 6 es suficiente observar que
el problema 4 puede ser resuelto para og(u,v) la cual es simétrica.
Aplicando el lema un numero finito de veces vemos que el problema 4
admite una solucién parat = 1.

5.3.UN PROBLEMA VARIACIONAL.
Consideremos un espacio de Banach real E y ¢(u,v) una forma bilineal
simétrica, continua en E. Para f en el dual E* de E, se representa por
(f,v) al valor f(v). Consideremos el funcional

J(v) = %90(’070) - <f,’U>,
definido en una parte K de E. Se formula a continuacion el siguiente
problema variacional:
(I) ¢Bajo que condiciones el problema variacional
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RS

posee una Unica solucién en K?
El teorema que sigue da respuesta a la pregunta formulada en (I) con
hipotesis adicionales sobre K y o(u,v).

DEFINICION 5.4. Se dice que o(u,v) es eliptica, cuando existe una constante
positiva \ tal que
o(v,v) > Mv||* para todo v € E.

TEOREMA 7. Sea E un espacio de Banach y o(u,v) una forma bilineal,
simétrica, continua y eliptica en E. S/ K es un conjunto convexo cerrado
de E, entonces el problema variacional (I) posee una unica solucion u,
caracterizada por la siguiente desigualdad variacional

o(u,v—u) > (f,v—u) paratodo veK
DEMOSTRACION. De hecho, para v € E se tiene

Allv]l* < (v, v) < MlJv|*
mostrandose asi que la norma /p(v,v)es equivalente a la norma original
de E. Resulta que E posee una estructura de espacio de Hilbert. Podemos
por lo tanto suponer que E es un espacio de Hilbert. Del teorema de
Riesz-Fréchet se deduce la existencia de un vector w; en E tal que
(f,v) = ¢p(wy,v) paratodo v e E.

Por lo tanto

J(0) = $p(v,0) — p(wp,v) = Sp(v - wp,v - wy) - Sp(ws,wy)
y el problema variacional (I) se reduce a obtener el minimo en K de la
forma cuadratica ¢(v — wys,v —wy). Se sabe del §2 que la solucién de este
problema es dado por la proyeccidon ortogonal sobre K de w; segun el
producto escalar ¢(u,v) esto es

U= prws
teniéndose que u es la proyeccion ortogonal sobre el conjunto convexo K
que es cerrado en E y esto sucede si y solo si el angulo entre w; —u y
v—u €S mayor que 7 para todo v < K. Esto equivale a decir que (ver
teorema 1)
o(wf —u,v—u) <0
cualquiera sea v en K. De aqui resulta que u es solucién del problema
variacional (I) siy sélo si
(u,v—u) = (f,v—u).

para todo v en K, pues

p(wr —u,v—u) =p(wp,v—u) —pu,v—u) y (f,v—u) = p(ws,v—u)
O
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§6. PROBLEMAS PROPUESTOS.

1. Sea a(u,v) una forma bilineal coerciva en un espacio de Hilbert real H.
Sea p un numero real tal que 0< p < 2a/c?. Demuestre que existe 0,
0 <0 <1tal que

|(u,v) — pa(u,v)| < O||u||-||v]|] para w,ve H.
NOTA. a(u,v) €S coerciva si existen ¢ y « tales que (¢ > 0,a > 0)

la(u, v)| < cllull - [lv] Y alu,v) > alol*.
2. Sea F una funcion convexa de H en R U {+o00} que es propia. Entonces
existe un Unico v € H tal que

a(u,v—u) + F(v) — F(u) >0 para todo ve H.
3. Una aplicaciéon F: R¥Y——(RY)" es llamada "ciclicamente monétona” si
se tiene

(F(x0),x1 — o) + (F(21), 22 — 1) + -+ + (F(2p), 20 — 25) <0

para cada conjunto de puntos {zg,1,...,z,} (n arbitrario). Demostrar que
F(z) = Vf(z) = gradiente de f(z)es ciclicamente mondtona si f(x) es una
funcion convexa de clase C'.
4. Sea F una aplicacién continua de una bola cerrada £ ¢ ®" en si misma.
Suponga que el vector F(x) nunca tiene la misma direccion de z para
x € 0% (frontera de X). Entonces demuestre que existe z, € X donde
F(SL’()) = Z0-
5. Se define la aplicacion multivaluada de un conjunto cerrado convexo
KCRY en (RY)": "sea, para z €K, x(z)=0y para € 9K sea y(z)el
conjunto de elementos de (RV)" tales que

(x(z),y—z) >0, (x(x)y—2)=0
son planos soportados de K en z".
Entonces demostrar que para la desigualdad variacional, existe » € K tal
que (F(z),y —z) > 0 paratodo y € K; puede escribirse como

rx € K: F(zx) € x(x).

§ 7. VARIACIONES EN ESPACIOS DE BANACH

Desigualdades como ¢(u,v —u) > (f,v—u) para veK, donde K es un
conjunto convexo cerrado de [E, son denominadas desigualdades
variacionales elipticas, que en el caso de las formas simétricas son
equivalentes al problema:

;bajo que condiciones el problema variacional ]\génf{ J(v) posee una

unica solucion en K ?
Seguidamente tomemos una funcion arbitraria f en lugar de la funcién
convexa particular

J() = Yo(v,v) — (F ,v)
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definida por una formula bilineal de E, f es una funcién convexa definida

en E y semicontinua inferiormente.

Se formula ahora un segundo problema variacional mediante la pregunta
iExiste uen K tal que f(u) :vieanf(v)? (IT)

Para hallar una respuesta satisfactoria se sustituye la forma bilineal
eliptica por una funcion coerciva; recordemos que una funcién f: E—— R
es coerciva cuando

lim f(v) = + o0

lv]|—o0

TEOREMA 8. Sea E un espacio de Banach reflexivo, K una parte convexa

cerrada de E y f:K——>R una funcion convexa propia (ver2 de los

problemas propuestos), semicontinua inferiormente y coerciva. Entonces

el problema (I1), tiene una solucion en K.

DEMOSTRACION. En efecto, existe a = ingf(v)y no puede ser a = + oo,
v

pues fes convexa propia. Luego — oo < a < + oco. Mostremos que no se
puede tener a = — oo. Sea u,, € K una sucesion minimizada, esto es
a=lim f(u,)

n—00

Veamos que la sucesion {u,},.yes acotada. En el caso cuando K es
acotada, es inmediato. Supongamos por lo tanto que K no es acotado.
Como —oo<a< +oo resulta de la coercividad que {|ju,[|},cy €S una

sucesion acotada. Como E es reflexivo, se concluye que existe una
subsucesion {u,,},,.y que converge débilmente en E hacia v. Dado que K
es cerrado y convexo entonces es débilmente cerrado asi u € K. Se sigue
de la semicontinuidad inferior que

f(z) < liminff(uy,) = a
m—00
mostrandose que o > — oo, ya que f noes — oo en punto alguno.
Siendo « el infimun, se concluye que a= f(u), lo que demuestra el
teorema 8.
O
NOTA 1. Se dice que una funcidon convexa es estrictamente convexa
cuando en la definicién de convexidad vale el signo estricto en la
desigualdad. Cuando f es estrictamente convexa entonces la solucién «
del teorema 8, es Unica. Realmente suponga que existen dos soluciones
u,v € K; se tiene J(u+v) €K y
F(52) < 5fw) +5f(w) = a

gue es una contradiccion porque « es el infimun.
NOTA 2. El teorema 7, es un caso parNticuIar del teorema 8, pues

J(v) = 5p(v,0) = (f ,v)
satisface las condiciones del teorema 8.
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En efecto la simetria de ¢(u,v) implica que J(v) es estrictamente convexa.
Resta solamente obtener |la desigualdad del teorema 7 que caracteriza la
solucion del problema variacional (I). Esto se obtendra a través de la
proposicion siguiente.

PROPOSICION7.1. S/ f ademds de las condiciones del teorema 8 es
derivable en el sentido de Gateaux entonces son equivalentes /as
siguentes afirmaciones
1) w es solucion del problema variacional (I1)
2) (f'(u),v—u) >0 paratodov en K.
DEMOSTRACION. Suponga que u es una solucidon del problema variacional
(II). Resulta que:

fu) < f((1=XNu+ Av) paratodowvenK
esto es

(A =) = f(u)] > 0. A>0
Tomando limite cuando X\ — 0", siendo f derivable en el sentido de
Gateaux, se obtiene

(f'(u),v—u) >0 para todo v e K
Reciprocamente, supongamos que existe v en K tal que
(f'(u),v—u)>0 para todo v € K

Tomando 0 < XA < 1, se obtiene

S =Xu+ ) = f(u) < (1= A)f(u) + Af(v) = f(u)
esto es

f0) = f(u) > 5[f(u+ Ao =) — f(u)]
Siendo f derivable en el sentido de Gateaux, se obtiene

f()— f(u) > (f'(u),v—u) >0 paratodovenkK
NOTA 3. Cuando se tiene una funci()nNconvexa

J(U) = %50(,070) - <f ,’U>
su derivada en el sentido de Gateaux J'(v) es tal que
<J/<’U,),’U> = @(ua U) - <f 7U>

y la proposiciéon equivale a la desigualdad variacional del teorema 7.

Un ejemplo significativo de un funcional convexo en un espacio de
Banach reflexivo es el que trataremos en seguida:

Sea Q un dominio acotado de ®" y E un espacio de Banach. El espacio de
Sobolev W?(Q) (1 <p< +o0) es reflexivo, siendo su dual el espacio
W‘l’q(Q)@ + % = 1). Considérese el funcional definido en E por

~ (@) =5 JolIVollde — (F o)
para f € [E*. Entonces la funcional J es estrictamente convexo,
diferenciable y coercitivo.
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Como se vio, en el caso en que ¢(u,v) es simétrica, el problema
variacional (I) es equivalente a la desigualdad variacional

o(u,v—u) > <}E,U—’LL>
para todo v e K. Cuando se pierde la simetria, no se obtiene la
equivalencia. El teorema que viene en seguida, muestra no obstante, que
la desigualdad

o(u,v—u) > <?,U—u>
posee una soluciéon en K aun cuando se pierda la simétria de la forma
©(u,v), siendo E un espacio de Hilbert real.

TEOREMA 9. Sea ¢(u,v) una forma bilineal, acotada, coerciva en un espacio
de Hilbert E y K un conjunto convexo cerrado en E. Entonces, para todo
? en E* existe un unico v en K tal que
o(u,v—u) > <?,v—u>

para todo v enE. La aplicacion T — v en E* en E es continua.
DEMOSTRACION. Unicidad: Consideremos dos soluciones wu;,us en K
correspondientes a f;, f» elementos de E*. Se tiene

o(ui, v —u;) > (fi v —u) paratodovenKei=1,2
Haciendo v = u, cuando i = 1y v = u; cuando i = 2, tenemos

(ur,ug —uy) > <J?1 up —ur) Y @(ug, uy — ug) > <J?;7U1 — u)
sumando miembro a miembro obtenemos

o(ur, g — wr) + p(ug,uy —uz) > (Fi,us —w) + (fo,ur — up)
de donde

o(ur — ug,uy —uy) > (fo — fiun — us)

asi
allur = wsll” < plur =, —w) < (i = Foowr —wa) < || Fi = o [l = wal
Como ya lo hemos visto en la prueba del teorema 6, por la coercitividad
de ¢ existe a >0 tal que

alluy — ug| < H fi—F HE
lo cual equivale a
ls =l < (3| 7 = 7 |
lo que demuestra la dependencia continua de la solucién w.
Existencia: De la acotaciéon de ¢(u,v) se concluye la existencia de
A € L(E,E*)tal que (recuérdese el teorema de Riesz) ¢(u,v) = (Au,v) para

todo u,v en E
Sean M = ||A gx Y A el isomorfismo candnico de E* en E definido por

<? ,v> = ( T \U> para todo v en E

Teniéndose
”/\HL(IE,IE*) = H/\_luﬁ(EvE*) =1
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LEMA 1. Sea 0 < p < 2a/M?. Entonces existe 0 < <1 tal que
|(ulv) = po(u, v)] < Ol|uflpllv]  paratodo u,v en E
DEMOSTRACION. En efecto, siendo

o(u,v) = <Au, U> = (AAu|v)
[(u|v) = (pAAulv)| = [(u — pAAulv)| < [lu — pAAu| - [Jv]]
Teniéndose

lu = pAAul* < [lul® + p* AAul® = 2p0(u, u) < (14 M?p* — 2ap)||ul|?
lo que prueba el lema, pues 0 < 1+ M?p? —2ap < 1.

se obtiene

Para la demostracion del teorema, suponga, inicialmente ¢(u,v) = (ulv). El
problema consiste en encontrar uen K tal que

(ufo = u) > (F v —u) = (AT v—u)

para todo v en K, o equivalentemente

(u—/\? |v—u) >0
para todo v en K. Del teorema 7 y de la anterior desigualdad se deduce
que

u= P \Vi
Aqui P;O?/ indica proyeccion sobre K. Suponga ahora que ¢(u,v)esta en
las condiciones del teorema, esto es, no necesariamente simétrica y fijo p
como en el lema 1. Para u en E sea ¢(u) € E* definido del siguiente modo

{(p(u),v) = (ulv) — pp(u,v +,0< v)
para todo v en E. Dados ui,us en E, se tiene por eI lema 1.
[(6(u1) — $(uz), v)] < |1 — walv) — (s — s, v)] < Ollug — woll o], 0 < 6 < 1
Siendo ¢(u) € E*, se concluye del teorema 7 la existencia de un unico w
en K tal que

(wv —w) > {(p(u),v — w)
= P No(u) =

teniéndose de este modo que T esta definida de E en K. Obteniéndose
[Tur — Tus|| = || P Ap(wr) — PP ¢ (u2)ll < [[¢(ur) — ¢ (us)|
§9||u1—u2||, 0<f<l1
Mostrando que 7 :E——IK es una contracciéon. Resulta que existe un
Unico v en K tal que Tu = u. Asi, u satisface la siguiente gvesigualdad
(ulo — ) > ($(w), v —u) = (uv — ) — pp(u,u—v) + p(F , v —1u)
para todo v en K, esto es
o(u,v—u) > G{ ,v—u) paratodoveK

para todo v € K, luego

O
Cuando se toma K =E y haciendo v =u+ ¢ en el teorema 9 se obtiene

o(u,0) = <:7 ,0)  paratodo §cK
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y en este caso particular el teorema 9 es conocido bajo la denominacion
de Lema de Lax-Milgram.

§8.GRADIENTE GENERALIZADO

Como lo hemos venido considerando en las secciones anteriores, E
denotard un espacio de Banach y E* su espacio dual, (z*,z) para z € E,
z* € E* denotard la dualidad. Sea f:E——® una funcidon continua
localmente Lipschitziana, es decir para cada z € E, existe una vecindad N
de z y una constante k dependiente de N tal que

|f(y) = f(z)| <klly—=|| paracada y,z€ N
DEFINICION 8.1. Para cada v e E, definimos la derivada direccional
generalizada f°(x;v) en la direccion de v como

fo(x;v) _ Iimsup f(a:+h+)\1))\)ff(x+h)

h—0
A0

(aqui logicamente h € E, X € (0, + o) y se supone que [ es una funcion
Lipschtziana).

Se tienen las siguientes propiedades basicas:

(1) La funcidon v~ f%ax;v) es subaditiva, positivamente homogénea
entonces f es una funcion convexa.

En efecto, sean v; y v, dados entonces

fo(x' U1 —|— ’U2) = Iim Sup |:f(I+h+)\v1+)\)\’U2)—f(.T+h)i|
h—0
AL0
< lim sup [f(51’+}7/+)\’111+/\1)2)—f(;1;+h+,\1,2)} + lim sup [f(fﬂ‘f‘h +Avs)—f(a+h )]
_h — 0 A PR 3
A0 1'%
= [Ux;01) + fO(x;502)
f(@ av) = fimeup [f(HhHaAv)_f(Hh)} = limsup« [f(x+h+(>\a);\’)—f(:v+h)]
> h—0 T 0 o
arx |0

Se sigue la convexidad de f'(z, ) : E— R
o> dop + (1= Nwa) < £z Moy + £z (1 — Nwvg) = Af(z;01) + (1 — N) fO(z;09)
para todo \ € (0,1).
2) 1%z 0)] < Kol
Claramente ya que
| fO(z;v)| < limsup | f(z+ h+ Xv) — f(z+ k)| < limsup sk|lz + h + Av— (z + h)||
"% "%
= k|||
donde k es la constante de Lipschitz.
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(3) La funcion v — f°(x;v) es continua
En efecto, por (1) y (2) se tiene
fasu) = fw30) < w0 —v) < kllu—of
PO(w;0) = fOwsu) < fOaiv—u) < kllv—ul
por lo tanto
|5 u) — fO(z;0)] < Kkllu—of
4 Oz —v) = (= (x;v)

En efecto,
fO(z; —v) = limsup [f(“hﬂv%f(ﬁh)]
h—0 A
A10
= limsup [_f(x"'(h_)‘”)_)‘v)—(—f(a7+(h—)\v)))}
h—20 A
AL0
= (= )(z;v)

DEFINICION 8.2 (F.H.Clarke). El gradiente generalizado de f en x, denotado
por df esta definido como la subdiferencial de la funcién convexa f°(x;v)
en 0. Esto es w € 9f (z) C E* si y s6lo si para todo v € E (w,v) < fO(z;v).
NOTA: En esta definicion se supone que f es localmente Lipschitziana

8.3.PROPIEDADES DEL GRADIENTE GENERALIZADO
(1) 0f(x) es un subconjunto convexo, débilmente compacto no vacio de
E*.
En efecto, sean wy,w; € 0f(z) esto es (wy,v) < fOz;0), (ws,v) < fO(z;v),
ahora
(Awy + (1 = Nwa,v) = Mwy,v) + (1 = A){wa,v) < AfO(z;0) + (1= N) fO(z;0)
esto es

(Aw;y + (1 = Nwg,v) < fO(z;v) paratodoveRE
asi \w; + (1 — XNwo € 9f de donde df es convexo.
Para ver que Jf(x) es débilmente compacto, sea {w,} -, una sucesidn
acotada de Jf(x), entonces {w,}, -, es una sucesion de funciones lineales
continuas de E, pues para todo n, w, € E* y de las propiedades (2) y (3)
de la definicién de derivada generalizada, se obtiene la continuidad de las
w, para todo n, luego la sucesion {w,},-, C df(x) tiene una subsucesion
débilmente convergente, de donde df(z) es débilmente compacto.

(2) Para cadaw € 0f(x), tenemos |w|g < K
En efecto;
[Jw

g =sup |w()| = sup [{w,v)| <sup [f(z;v)] <sup Klv|| =K
o] = 1 o] = 1 o] =1 o] =1

(3) Sean f,g: X— R funciones localmente Lipschitzianas, entonces
f +9)(z) C Of(z) + 9g(x)
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PRUEBA: Sabemos que si Q C E* es débilmente compacto, entonces
Of(x) C Q siysolosi (Vv e E)(fO(z;v) < max{(v,w);w € Q})
Antes mostremos esta equivalencia; — ) Se tiene la siguiente contenencia
{(§v); €€ 0f(x)} C{(&v):E€Q}

luego tomando el maximo se tiene

max{(§,v); £ € Of(x)} < max{({,v);§ € 2} (1)
— ) Suponiendo ahora algun elemento ¢ € 9f(z) y £ ¢ 2, entonces por el
teorema de separacién existe un elemento v € E tal que

(& v) > max{(v,w) : w € Q}
Esto contradice a (1), pues en realidad

(x5 v) = max{(v, w); w € Q}
como se probara mas tarde.
Usando este hecho con f+ g reemplazando a f y Q= 09f(z)+ dg(x). El
lado derecho de la desiguadad es considerado como f%(z,v) + ¢°(x,v)
mientras el lado izquierdo de la desigualdad es (f + ¢)°(x,v). El resultado
se sigue ahora observando que (f + )’ no es mas grande que f° + ¢.

(4) O(Af)(z) = \Of(x) para todo X € R
PRUEBA: Si )\ > 0 esta igualdad es trivial ya que w € 9(\f)(x) siy sOlo si
<"LU,’U> < ()\f)o(l‘, U) _ “mSUp )\f(:t+lz+91é)—/\f(:r+lz)
h—0

010
= A limsup [t Gth) — )\ ¢0 (4 0)), para todo v € E
h—20
010
Luego w € \of(x).
Para A= —1, se sigue facilmente pues vya se mostré6 que

fozs —v) = (= ) (z50).

(5) S/ f es convexa, entonces df(x) coincide con la subdiferencial de f en
el sentido del analisis convexo.
PRUEBA. Denotemos la subdiferencial de f por 0,f. Es conocido que existe
la derivada direccional f'(z;v) usual y f'(x;) es el soporte funcional de
O f.
Puesto que los conjuntos convexos débilmente compactos son
caracterizados por su soporte funcional, es suficiente probar que f' = f°.
Evidentemente f’ < f°. Ahora para v dado, si h; es una sucesidon que
converge a cero en E y sea )\; una sucesion decreciente a cero, entonces
existen Af en (0,\,) y & en d.f(xz + h; + A\jv) de tal manera que
[f(@t+hitdiv)=f(z+hi)] _ (v, &)

Podemos (tomando una subsucesion si es el caso) suponer que & — &,
necesariamente ¢ pertenece a 9. f(x). Deduciéndose entonces que

fO(z;0) < max{(v,&); € € duf(x)} = f'(x;0).
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PROPOSICION.8.4. Supongamos que para cada punto y, en una vecindad de
x, [ admite una derivada en el sentido de Gateaux Df(y), y que
DfE—>E* es continua. Entonces Of(x)={Df(x)}
PRUEBA. Para cualquier h en E y X\ > 0 tal que ||h]|+ A\ es suficientemente
pequefio, la funcion ¢(t) = f(z + h + tv) es diferenciable en [0,)\], con

g () = (v,Df(x+ h+tv))
Por el teorema del valor medio, hay un \* en (0, \) tal que

[f(w+h+AK)—f(w+h)} — (0, Df(z + h + \*0))

De aqui deducimos que
fOa;v) = (v, Df(x))
Como v es arbitrario, el resultado se sigue de la siguiente afirmacion:
Sea Q un subconjunto débilmente compacto convexo no vacio en E*
entonces
Of(x) C Q& (Vv e E)(f°(z;v) < max{(v, w);w € Q}).

(6) La aplicacion de conjuntos valuados x— O0f(x) es suficientemente
semicontinua en el sentido de que para cada xo € E, ¢ >0, v e E, existe
6> 0 tal que, para cada w € 0f(x) con ||x — zo|| < 8, existe un wy € df(xo)
de manera que

|{(w — wp,v)| < €
PRUEBA. Si fuese falso, entonces tendriamos un z, € E, un elemento v € E
un ndmero positivo ¢ > 0 y sucesiones {z,} -, CE, {¢,} -, C 0f(x,) tales
que ||z, —zo|| < 1/ny (& —w,v)| > € para cada w € 9f(x).
Puesto que {z,},., es una vecindad de xz(, segun la propiedad (2)se tiene
€.l < k asi que existe una subsucesién ¢, & & débilmente (con la
topologia débil). Ahora vamos a probar que & € df(zy). En efecto para
cada u € E existe h; — 0, \; | 0tal que

f n-+hi+)\i 7,70 /n,-+hi .
— 3 et s () = 1, i=1,2,3,...

Siguiéndose qu'e Oz, u) > (&,u) para cada ue€E esto significa que
& € f(zo). Ahora si sustituimos w = &, en la hipdtesis encontramos que

|<£n - 507'U>| >e€ N fn H} 50
lo cual (—+) es contradictorio.

(7) La funcion \(x) = maijrcl( )HwHE* existe, y es semicontinua inferiormente,
w e T
es decir, se tiene lim \(z) > \(x).

T—X

PRUEBA. Puesto que Jf(z) es un conjunto no vacio, convexo, débilmente
compacto y la funcion w — |w|z. es débilmente semicontinua
inferiormente y acotada inferiormente, asi que para cada z, € Eexiste un
wy € Of(zo) tal que

||w0 E* - inf ||w E*
w )

€ 0f(xo
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La inferiormente semicontinuidad de la funcién \(z) es probada como

sigue: Supongase que no cumple la desigualdad, asi, existe una sucesion

x, — x9, de manera que lim A(z,) < A(zo), Y un w, € df(z,) tal que
n—oo

|lwn|lgs = A(x,), entonces podriamos escoger una subsucesidn
w,, — wy € df(zg) y se tendria entonces que lim|jw,,| > ||wo| > A(xo)
1— 00

obteniéndose (—+)asi una contradiccion.

(8) Para cadav € E, f'(x,v) = max{(£,v)/€ € Of(z)}

PRUEBA. En efecto, como ¢ € df(x) significa que (&v) < fO(x;v) esto
significa que el conjunto {(,v)/{ €df(x)} es un conjunto acotado
superiormente y por las propiedades de los nimeros reales se sigue que
f(x;v) es el maximo del conjunto.

(9) Sea ¢(t) € CY([0,1]—>E) y f:E——> R wna funcion Ilocalmente
Lipschitziana entonces la funcion h = f o ¢ es diferenciable casi en toda
parte y

B (t) < max{(w, /(1)) /w € D($(1))} a.e
PRUEBA. La funcidén h(t) es localmente Lipschitziana, asi es diferenciable en
casi toda parte, suponiendo que es diferenciable en ¢t = ¢, entonces

h'(ty) = lim F(@(totA)=f(6(t0)) _ iy £(2)+¢(t)A+0(A) [ (6 (t0))
A—0 A A—0 A
— |im {800 +¢ )N = (6(t)) limsup [(@(to)+h+¢' (t) M) —f($(to)+h)
A—0 A = hL0 )
A0

= f(8(to); ¢'(to)) = max{{w,¢'(to))/w € Of (4 (t0))}-

(10) S/ x es un minimo local para f, entonces 0 € df(z).
PRUEBA. Cuando f tiene un minimo local en z entonces f°(x;v) es no
negativo para todo v. El resultado se sigue facilmente de la definicion,
pues (Vv € E)({(0,v) =0 < fO(x;v)) siy sblosi 0e€df(x).

PROPOSICION 8.5. Sea & perteneciente a Of(x;) para i=1,2,..., y
supongase que x; — x y & — £. Entonces & € Of(x)
DEMOSTRACION. Sea v cualquier elemento de E dado. Tenemos
foziv) > (v,&)
asi existe h; en Ey \; > 0 tal que
[f(:I:Z--i-h,'-&-)\,')’i)—f(:I:y-,-i-h,;)] S <nyi> . %

y tal que [|h;]| + X\; es menor que 1. Puesto que (v,&;)converge a (v,§)se

sigue de lo anterior que
Oa50) > (0,€).
Puesto que v es arbitrario, ¢ pertenece a df(z) segun la definicidn.
L
PROPOSICION 8.6. Sea h : R——R de clase C!. Entonces
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O(ho f)(z) C W (f(x))0f(x)
DEMOSTRACION. Podemos suponer sin perder generalidad que 4/'(f(x)) es
no negativa. Denotemos por Q el lado derecho de la inclusién supuesta.
Entonces, para cada v

max{ (v, w);w € Q} = h'(f(x)) limsup [f(x+ﬁ+)\1j\)ff(g;+ﬁ)}

) N
> lim sup 1S I ] oy Y055 45)
"3 00

(la desigualdad es una consecuencia del teorema del valor medio).

El resultado se sigue ahora de aquel que ya mostramos en (3), dice que
si Q C E* es débilmente compacto, entonces df(z) C Q2 si y sblo si para
todo v € E, f(z;v) < max {{v,w);w € Q}.

O
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