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Presento al cibernauta un aporte en análisis no lineal, el cual fue un
cursillo que dicté en el VIII Coloquio Distrital en Bogotá, allá por el año
de 1991: constituyendo una herramienta fundamental y que tiene por
finalidad facilitar la lectura de los diversos aportes que, en este
proyecto de aprendiza e de la matemática avanzada, he presentado y4
que el interesado sabrá valorar y asimilar.

INTRODUCCIÓN. En la investigación de muchos tópicos sobre ecuaciones
diferenciales, las funciones convexas juegan un papel destacado, como es
el caso de los sistemas hamiltonianos con potencial convexo.
Con el objeto de presentar la matemática útil en la investigación de ese
tipo de problemas, me propongo redactar en este aporte el análisis no
lineal, dirigido a la resolución de problemas enunciados en artículos
diversos y aquí presentados.

§1. TOPICOS EN ANÁLISIS CONVEXO.

Sea  un espacio de Banach real ( vea 8  ),  una parte convexa  y„ h „Ò Ó §

0 À d d œ d  _ß _ 0h⎯→   , donde . Se sabe que es una funcióne f
convexa cuando para todo   en    y   se tiene?ß @ ! Ÿ Ÿ "h -

 0 ?  "  @ Ÿ 0 ?  "  0 @a b a b a b a ba b- - - -

cada vez que el segundo miembro tenga sentido.
Cuando   es  convexa y , en el conjunto  se distinguen0 À d + − dh h⎯→
claramente dos subconjuntos
   ;  y  ,   ;  e f e fa b a b? − 0 ? Ÿ + ß ? − 0 ?  +h h

los cuales se conocen como las secciones y son partes convexas en .„
Dada una función convexa   se denomina  de 0 À d 0„⎯→ dominio efectivo
al subconjunto del dominio de , definido de la siguiente forma0
  .97 0 œ ? − à 0 ?  _/0 e fa b„

Considérese     y     definida por
 

0 À d 0 À dh „⎯→ ⎯→
µ

   
  si   

si   0 ? œ
0 ? ? −
_ ? − 

µ a b œ a b h
„ h
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resulta que   es  convexa si y sólo si  es una parte convexa de  y
 
0
µ

h „

0 À dh  es una función convexa.⎯→   
Sea  , se denomina de  a la función dada porh „ h ;§ indicatriz 

h

  .     si  
+ si  ;

h
„ hh

a b œB œ
! B −
_ B − 

Resulta así que  es una parte convexa de , si y sólo si, la indicatriz h „ ;
h

es una función convexa. En esta forma el estudio de los conjuntos
convexos se puede reducir al estudio de las funciones convexas.
Sea   una función convexa, se dice que  es cuando0 À d 0„⎯→ propia 
 ; ø,  y  ,  ; .e f e fa b a bB − 0 B œ _ œ B − 0 B œ _ Á„ „ „

Se denomina  de una función   , al subconjunto deepigráfico 0 À dh ⎯→
„‚d dado por
  ;I:3 0 œ Bß + − ‚ d 0 B Ÿ +e fa b a b„

Nótese que ;  es el gráfico de . Por lo tanto, sue fa b a bBß + − ‚ d 0 B œ + 0„

I:3 0 ‚ des la colección de los puntos de  que están por arriba del„
gráfico de  incluyendo el propio gráfico de . La proyección del 0 0 I:3 0
sobre  es justamente el dominio efectivo .„ .97 0/0

PROPOSICIÓN 1.1.   Una función  es convexa, si y solamente si, su0 À d„⎯→
I:3 0 ‚ des una parte convexa de .„
DEMOSTRACIÓN. Supongamos que  es convexa y , se0 Bß + ß Cß , − I:30a b a b
tiene  y para todo  se obtiene0 B Ÿ +  _ß 0 B Ÿ ,  _ − !ß "a b a b c d-

 .0 B  "  C Ÿ 0 B  "  0 C Ÿ +  "  ,a b a b a b a b a ba b- - - - - -

Resulta que
 .- - - - - -a b a ba b a ba b a bBß +  "  Cß , œ B  "  Cß +  "  , − I:30
Recíprocamente supongamos que  es una parte convexa de . SeI:30 ‚ d„
sabe que  es la proyección de  sobre , así sean .97 0 I:30 Bß C − .97 0/0 /0„

entonces para  cualesquiera. Resulta de aquí que+   0 B ß ,   0 C +ß , − da b a b
- - -a b a ba bBß +  "  Cß , − I:30 ! Ÿ Ÿ ", para todo  luego
   .0 B  "  C Ÿ +  "  ,a b a ba b- - - -

Cuando  son finitos, basta tomar  para concluir0 B ß 0 C + œ 0 B ß , œ 0 Ca b a b a b a b
que  es convexa. Cuando  no son finitos, se hacen  y  tender0 0 B ß 0 C + ,a b a b
a un valor infinito de modo apropiado.

DEFINICIÓN 1.2.   Se dice que es inferiormente 0 À d„⎯→ semicontinua a b=Þ-Þ3
cuando se tienen las siguientes condiciones:
3Ñ + − d B − Para cada ,  es cerrado en .e f„ „; 0 B Ÿ +a b
33Ñ B − 0 B Ÿ 0 @ Þ

@ Ä B
 Para cada  se tiene    „ a b a blim inf

Por ejemplo dada una forma bilineal simétrica, continua,  en 9 „ „a bBß C ‚
se sigue que  es semicontinua inferiormente con respecto a la@ È @ß @9a b
topología débil de . También para , continua, la aplicación„ „0 − ‡

@ È Ø0ß @Ù es semicontinua inferiormente.
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DEFINICIÓN 1.3.    ,Sea  se denomina  de  en0 À d„ ⎯→ derivada direccional 0
la dirección de al límite@ß
   lim

- -Ä!

"


c da b a b0 B  @  0 B-

- un número real positivo, cuando este límite existe y se representa por
0 Bß @ Þwa b
Cuando existe una forma lineal continua  sobre , esto es (el dual; „ ; − I‡

de ) tal que para todo  se tiene  entonces se dice que„ „ ;@ − 0 Bß @ œ Ø ß @Ùwa b
0  es derivable en el sentido de   y  se denomina la derivada deGateaux ;
Gateaux de  en , la cual se representa por .0 B 0 Bwa b
PROPOSICIÓN 1.4.     Sea convexa y diferenciable en el sentido de0 À d„ ⎯→
Gateaux en  . Para todo  se tiene? − @ −„ „
  .0 @  0 ?   Ø0 ? ß @  ?Ùa b a b a bw

DEMOSTRACIÓN. En efecto, siendo  convexa, se obtiene0
 - - - -0 @  "  0 ?   0 @  "  ?a b a b a b a ba b
y de aquí se obtiene
  .0 @  0 ?   0 ?  @  ?  0 ?a b a b c da b a ba b"

-
-

Tomando límite cuando  tiende a cero, y observando que  es derivable- 0
en el sentido de Gateaux, se obtiene la desigualdad deseada.

Consideremos una función    convexa. De la proposición 1.4 se0 À d„ ⎯→
deduce que si  es derivable en el sentido de Gateaux en , entonces0 ?
   0 @  0 ?   Ø0 ? ß @  ?Ùa b a b a bw

para todo . Cuando es convexa,  pero no diferenciable se define la@ − 0„
subdiferencial de  como sigue:0

DEFINICIÓN 1.5. Se dice que  es un de  en  cuando; „− 0 ?‡ subgradiente 
   0 @  0 ?   Ø ß @  ?Ùa b a b ;

para todo @ − „.

Represéntese por  a la colección de los subgradientes de  en , es`0 ? 0 ?a b
decir
  .`0 ? œ − Î0 @  0 ?   Ø ß @  ?Ùa b e fa b a b; „ ;‡

La función de   dada por    se denomina0 À `0 À ? `0 ?„ „⎯→ →‡ a b
subdiferencial de  en .0 ?

Más exactamente la aplicación  es multivaluada, esto es, está definida`0
de  en .  Para seguir una uniformidad con el lenguaje se suele„ #„

‡

representar la subdiferencial en la forma
   0 @  0 ?   `0 ? ß @  ?a b a b a b  ¡
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pata todo . Esto quiere decir que  para todo@ − 0 @  0 ?   ß @  ?„ ;a b a b   ¡
@ − − `0 ? Þ„ ;, cualquiera que sea el subgradiente a b
Se demuestra que cuando  es diferenciable en el sentido de Gateaux en0
? − `0 ? œ Ö0 ? ×„, entonces su subdiferencial es a b a bw

Por otro lado, se tiene que si  es finita, continua y posee un único0
subgradiente en  entonces  es diferenciable en el sentido de? − 0„
Gateaux en  y .? `0 ? œ Ö0 ? ×a b a bw

§2. CARACTERIZACIONES DE UNA PROYECCION SOBRE
     CONJUNTOS CONVEXOS.
Sea  un espacio de Hilbert real, consideraremos aquí la proyección[
sobre un conjunto convexo de .[

AFIRMACIÓN 1. Sea  un conjunto convexo cerrado de un espacio deŠ
Hilbert real Entonces para cada existe un único tal que  .     [ [ ŠB − C −a b l l l l" B  C œ B  8   inf

8 − Š

Veamos la afirmación: Sea  una sucesión minimizada, naturalmente8 −
4

Š

se tienea b l l l l# 8  B œ . œ 8  B  lim inf
4Ä_

4
8 − Š

por la ley del paralelogramo
    l l l l l l l lB  C  B  C œ # B  # C ß Bß C −# # # # [

tenemos
 # B  8  # B  8  % B  8  8 œl l l l a b¼ ¼4 3 4 3

# # "
#

#

 œ # B  8 ß B  8  # B  8 ß B  8  % B  8  8 ß B  8  8a b a b a b a bˆ ‰4 4 3 3 4 3 4 3
" "
# #

 œ # Bß B  % Bß 8  # 8 ß 84  # Bß B  % Bß 8  # 8 ß 8 a b a b a b a b a b a b4 4 3 3 3

  % Bß 8  8  % Bß B  8  8a b a b l l4 3 4 3
#

 œ # 8  # 8  8  8 œ 8  8  8  8  8  8l l l l l l l l l l l l4 3 4 3 4 3 4 3 4 3
# # # # # #

 ,œ 8  8l l4 3
#

o sea tenemosa b l l l l l l a b¼ ¼$ 8  8 œ # B  8  # B  8  % B  8  8 .4 3 4 3 4 3
# # # "

#

#

Como  es convexo, se tiene que  yŠ Š" "
# #4 3 4 3

# #a b a b¼ ¼8  8 − . Ÿ B  8  8

esto dado que
  -     ¼ ¼a b l lB 8  8   8  B œ ."

# 4 3 inf
8 − Š

se  sigue entonces que
  l l l l l l8  8 Ÿ # B  8  # B  8  %.4 3 4 3

# # # # 
Como , concluimos que  y  es una. œ 8  B 8  8 œ ! 8inf lim

8 − Š
l l l l e f

4ß3Ä_
4 3 4

sucesión de Cauchy. Por consiguiente y dado que  es completo, existe[
un  tal queC − Š
    lim

4Ä_
48 œ C
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y además  .l l l lB  C œ B  8 œ .lim
4Ä_

4

Para ver que  es único, solamente observe que para  tales queC Cß C −w Š
    l l l l l lB  C œ B  C œ B  8w inf

8 − Š

y usando  tomando  obtenemosa b$ 8 œ Cß 8 œ C4 3
w

 l l l l l l a b¼ ¼C  C œ # B  C  # B  C  % B  C  C Ÿ %.  %. œ !w w w # ## ## "
#

#

de donde se obtiene que .C œ Cw

Se puede caracterizar la proyección mediante desigualdades, conocidas
como desigualdades variacionales, como lo podemos ver en el siguiente
resultado; utilizando  como notación para la proyección.: B5

<a b
TEOREMA 1. Sea  un conjunto convexo, cerrado de un espacio de HilbertŠ
[ Š. Entonces , la proyección de  en  , si y solamente siC œ : B BŠ

<

a b a b a b% C − À Cß 8  C   Bß 8  C 8 −   para todo  Š Š.
DEMOSTRACIÓN. Sea , y , . Puesto que  es convexoB − C œ : B −[ Š ŠŠ

<

   para todo ,  a b a b"  > C  >8 œ C  > 8  C − 8 − ! Ÿ > Ÿ "Š Š

y por lo tanto de  la funcióna b"
 Fa b l l l l a b l la b> œ B  C  > 8  C œ B  C  #> B  Cß 8  C  > 8  C# # ##

toma su mínimo para   .   Así , de donde se tiene que> œ ! !   !9wa b
    para a bB  Cß 8  C Ÿ !ß 8 − Š

o en forma equivalente se tiene
  , para .a b a bCß 8  C   Bß 8  C 8 − Š

Por otro lado, si
 :   para C − Cß 8  C   Bß 8  C ß 8 −Š Ša b a b
entonces
 .! Ÿ C  Bß 8  B  B  C Ÿ  B  C  C  Bß 8  Ba b l l a ba b a b #

Por lo tanto
 .l l a b l ll lC  B Ÿ C  Bß 8  B Ÿ C  B 8  B#

De donde finalmente
     para    .l l l lC  B Ÿ 8  B 8 − Š

Se puede ahora considerar un operador de  en  dado por [ [ [ [: ÀŠ
< →

que a cada  asocia  .B − : B[ Š
<

AFIRMACIÓN 2. Sea  un conjunto cerrado convexo de un espacio deŠ
Hilbert  . Entonces el operador  es no expansivo, esto es[ :Š

<  a b l l l l& Ÿ B  B Bß B −     para .: B  : BŠ Š
< < w w w [

DEMOSTRACIÓN. Dados , sea   y  .   EntoncesBß B − C œ : B C œ : Bw < w < w[ Š Š

  C − À Cß 8  C   Bß 8  C ß 8 −Š Ša b a b
  .C − À C ß 8  C   B ß 8  C ß 8 −w w w w wŠ Ša b a b
Tomando  en la primera desigualdad y  en la segunda8 œ C 8 œ Cw

desigualdad y sumando obtenemos
 l l a b a b l ll lC  C œ C  C ß C  C Ÿ B  B ß C  C Ÿ B  B C  Cw w w w w w w#
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ó
   .l l l lC  C Ÿ B  Bw w

TEOREMA 2. Brouwer . a b Sea  compacto, convexo y sea Š Š Š§ d J ÀR →
continua.  Entonces admite un punto fijo.J
DEMOSTRACIÓN. Sea  una bola cerrada en  tal que . Por laH Š Hd §R

afirmación 2,  es continua, por tanto la aplicación:Š
<

    J ‰ : À §Š
< H Š H⎯→

es una aplicación continua de  en sí mismo. Por el teorema del puntoH
fijo de Brouwer , entonces existe un punto  para el cuala b" B −µ Š

   J ‰ : B œ B −Š
< µ µ Š

como ya se hizo notar cuando  , luego  .B − ß : B œ B J B œ BŠ Š
< a bµ µ

a b" Brouwer: Sea  una función continua de una bola cerrada en si misma,J §D dR  
entonces  admite al menos un punto fijo.J

§ .3. DESIGUALDADES VARIACIONALES

Sea    una función suave, sea  para el cual0 À M œ +ß , d B − Mc d → !

   .0 B œ 0 Ba b a b! min
B − M

Tres casos pueden ocurrir
3Ñ +  B  ,ß 0 B œ !  si  entonces  ! !

wa b
33Ñ B œ + 0 B   !si  ,  entonces  , y! !

wa b
333Ñ B œ , 0 B Ÿ !si ,  entonces  .! !

wa b

  
Estos casos se pueden resumir escribiendo
     para todo   0 B B  B   ! B − Mw

! !a ba b
este tipo de desigualdades son denominadas desigualdades
variacionales.
En el estudio de las desigualdades variacionales son frecuentes conceptos
como "una función  de un espacio lineal " ó "un subconjunto convexoJ X
Š § d dX X . " en su dual Recordemos que el dual   de   es el espacio‡ ˆ ‰R R‡

de todas las formas lineales
     ! !À d dß B Ø ß BÙR⎯→ È
definidas en dR
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La aplicación bilineal
      Ðd Ñ ‚ d d

ß B Ø ß BÙ
R ‡ R⎯→a b! !È

es conocida bajo la denominación de " " o también aplicación deligamiento
Clarke y mediante ella podemos identificar  con , por ejemplo,ˆ ‰d dR R‡

podemos identificar con el elemento  tal que! 1!− d − dˆ ‰R R‡

Ø ß BÙ œ Ø ß BÙ! 1! .

TEOREMA 3. Sea   un conjunto compacto, convexo y seaŠ § dR

J À d B −Š Š⎯→ una aplicación continua. Entonces existe un  tal queˆ ‰R ‡

a b a b" ØJ B ß C  BÙ   ! C −    para todo  .Š
DEMOSTRACIÓN. La prueba del teorema es equivalente a mostrar la
existencia de
   para todo B − À Bß C  B   B  J B ß C  B C −Š 1 Ša b a ba b
Ahora la aplicación
      : M  J ÀŠ

< a b1 Š Š⎯→
donde , es continua, por lo tanto, el teorema 2 nos brinda laMB œ B
existencia de un punto fijo , esto esB − Š
   .B œ : M  J BŠ

< a b1

Por el teorema 1 de caracterización de la proyección, se sigue que
   para todo .a b a ba bBß C  B   B  J B ß C  B C −1 Š

DEFINICIÓN 3.1. Sea  un conjunto convexo de  y  (donde  es laŠ Š Šd B − ` `R

frontera de ). Un hiperplano  para todo esŠ ! !Ø ß C  BÙ   ! − Ðd Ñ  !R ‡ e f
llamado un o hiperplano soportado de  sihiperplano de soporte Š
Ø ß C  BÙ   ! C −! Špara todo .

AFIRMACIÓN 3. Sea una solución de para todo  yB ØJ B ß C  BÙ   ! C −a b Š

supongamos que . Entonces  determina un hiperplanoB − ` J BŠ a b
soportado de , siempre que .Š JÐBÑ Á !

Esta afirmación es clara ya que la función afín  es no0 C œ ØJ B ß C  BÙa b a b
negativa para todo .C − Š

3.1. DESIGUALDADES VARIACIONALES EN dR .
Estas se presentan cuando enunciamos problemas como el que sigue, en
donde los espacios de base son  y su dual .d Ðd ÑR R ‡
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PROBLEMA 1. Dado un conjunto  convexo, cerrado en  y Š Šd J À Ðd ÑR R ‡→
una función continua, hallar
   para  B − À ØJ B ß C  BÙ   ! C −Š Ša b
Si  es acotado, ya hemos probado la existencia de una solución para elŠ
problema 1 en el teorema 3. Pero en general este problema no siempre
admite solución como puede verse al tomar , entonces tomandoŠ œ d
0 B œ /a b B en la desigualdad
     para todo 0 B C  B   ! C − da ba b
no se tiene solución, como se puede comprobar muy fácilmente.
El siguiente teorema da una condición necesaria y suficiente para la
existencia de soluciones al problema 1.
Dado un conjunto convexo  escojamos  donde es unaŠ Š Š H HV V Vœ 
bola cerrada de radio  y centro V ! − dR

   
Para     notamos que existe al menos unJ À Ðd ÑŠ ⎯→ R ‡

a b œ a b
"

B − À ØJ B ß C  B Ù   !
C −

  para todo  
V V V V

V

Š

Š

siempre y cuando   ø,  esto según el teorema 3.ŠV Á

TEOREMA 4. Sea un conjunto cerrado, convexo yŠ § dR

   J À Š    ⎯→ Ðd ÑR ‡

una función continua. Una condición necesaria y suficiente para que
exista una solución para el problema 1, es que exista un  tal que laV  !

solución   de   satisfaga queB − "V VŠ a ba b l l# B  V    V

DEMOSTRACIÓN. Es claro que si existe una solución para el problema 1
siempre que , pues en ese caso .l lB  V B − H ŠV

Supóngase  ahora que  satisface . Entonces  es tambiénB − # BV V VŠ a b
solución para el problema 1;  en verdad,  puesto que  dadol lB  VV

C − A œ B  C  B −   !Š % Š %,  para  suficientemente pequeño, porV Va b
consiguiente
   para  B − § À ! Ÿ ØJÐB Ñß A  B Ù œ ØJÐB Ñß C  B Ù C −V V V V V VŠ Š % Š

lo cual implica que  es solución para el problema 1, lo cual se queríaBV

obtener.
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Una noción de mucha utilidad en el análisis convexo y sus aplicaciones es
la coercitividad la cual presentamos bajo el siguiente resultado.

AFIRMACIÓN 4.      Sea una función tal queJ À Š ⎯→ Ðd ÑR ‡

a b k k$ Ä _ B Ä _ß B −   cuando  ØJ B J B ßBB Ù
BB

a b a bl l! !

!
Š

para algún . Entonces existe una solución para el problema 1.B −! Š
DEMOSTRACIÓN. Escójase   y    tal queL  J B V  Bl l l la b! !

    para    .ØJ B  J B ß B  B Ù   L B  B B   Vß B −a b a b l l l l! ! ! Š

Entonces
 ØJ B ß B  B Ù   L B  B  ØJ B ß B  B Ùa b l l a b! ! ! !a b l l l ll la b%   L B  B  J B B  B   ! ! !

      para   .  L  J B B  B B œ Va ba b l ll l l l l la b! !

Ahora sea  la solución de . EntoncesB − "V VŠ a b
 .ØJ B ß B  B Ù œ  ØJ B ß B  B Ù Ÿ !a b a bV V ! V ! V

Así en virtud de , . En otras palabras, .a b l l l l% B Á V B  VV V

Generalmente, la solución para una desigualdad variacional no es única.
Existe sin embargo una condición muy natural la cual asegura unicidad.
Supóngase que   son dos soluciones distintas para el problema 1,Bß B −w Š
entonces
   B − à ØJ B ß C  BÙ   ! C −Š Ša b
   B − à ØJ B ß C  B Ù   ! C −w w wŠ Ša b
así, tomando  en la primera desigualdad,  en la segunda yC œ B C œ Bw

sumando las dos obtenemos
  ØJ B  J B ß B  B Ù Ÿ !a b a bw w

Por lo tanto una condición natural para la unicidad es que
 , para .ØJ B  J B ß B  B Ù  ! Bß B − ß B Á Ba b a bw w w wŠ

Regresando a las condiciones de la afirmación 4, vemos que implican la
unicidad para el problema en dimensión infinita.

DEFINICIÓN 3.2. La condición  de la afirmación 4, es una condición dea b$
coercitividad.

NOTA: La afirmación:
    cuando   ¡a b a bJ B J B ß BB

lBB l
! !

!
Ä _ lBl Ä _ß B − Š

nos brinda una condición de coercitividad .

DEFINICIÓN 3.3.      Se dice que una aplicación  es  siJ À Š ⎯→ Ðd ÑR ‡ monótona
 para todo  ØJ B  J B ß B  B Ù   !a b a bw w Bß B −w Š

y es llamada siestrictamente monótona 
  ,    .ØJ B  J B ß B  B Ù  ! Bß B − ß B Á Ba b a bw w w wpara todo Š

PROPOSICIÓN 3.4.     Sea una aplicación estrictamenteJ À Š"
R ‡⎯→ Ðd Ñ

monótona, continua del conjunto cerrado convexo . Sea  Š Š Š" # "
R§ d §
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un subconjunto cerrado y convexo. Supóngase que existe una solución a
cada uno de los problemas siguientes
 ;     para   B − ØJ B ß C  B Ù   ! C − ß 4 œ "ß #Þ4 4 4 4 4Š Ša b
3Ñ J B Á ! B Á B ØJ B ß C  B Ù œ !Si  y  , entonces el hiperplano   separaa b a b# " # # #

    de B" #Š .
33Ñ J B œ ! B œ BSi  , entonces  .a b# " #

DEMOSTRACIÓN. Veamos por comodidad la validez de , sabemos que a b33 J
es estrictamente monótona en  y , entoncesŠ ŠB ß B −" #

ØJ B  J B ß B  B Ù  ! ØJ B ß C  B Ù   !a b a b a b" # " # " ", por hipótesis se tiene  y
J B œ !ß ØJ B ß B  B Ù  ! ØJ B ß B  B Ù   !a b a b a b# " # " " # "así se recibe que  y , esto
sólo es posible si .B œ B# "

Veamos ahora . Supongamos que  no está separada de , entonces3Ñ B" #Š

ØJ B ß B  B Ù œ !ß Ba b# " # " por la definición de  se sigue
   para todo , y , ØJ B ß C  B Ù   ! C − §a b" " " # "Š Š Š

luego en particular para  se tieneB#

  , y , ,ØJ B ß B  B Ù   ! ØJ B ß B  B Ù œ !a b a b" # " # " #

así
 ØJ B ß B  B Ù  ØJ B ß B  B Ù œ ØJ B  J B ß B  B Ù   !a b a b a b a b" # " # # " " # # "

pero como , se obtiene que  no es estrictamente monótonaB Á B J" #

contra la hipótesis.

§4. EL POTENCIAL CONVEXO COMO UNA DESIGUALDAD VARIACIONAL. 

Veamos un problema elemental que nos lleva a desigualdades
variacionales, discutamos, la conexión entre funciones convexas y los
operadores monótonos.
Sea , un conjunto cerrado convexo, y sea0 − G Ð Ñß § d" RŠ Š

  .J B œ 1<+.3/8>/ 0 B œ f0 Ba b a b a b
En este punto no hacemos distinción entre  y  , permitiéndonosd dR R ‡ˆ ‰
así presentar nuestro segundo problema,  el cual nos permite hallar el
contacto entre los campos convexos y las desigualdades variacionales.

PROBLEMA 2. Supóngase que existe un  tal queB − Š
   0 B œ 0 Ca b a bmin

C − Š

Entonces   es solución de la desigualdad variacionalB
  para todo  .B − À J B ß C  B   ! C −Š Ša ba b
La inversa es válida siempre y cuando  sea convexo.0

PROPOSICIÓN 4.1. Supóngase que  es convexa y  satisface0 B
    para todo   B − À J B ß C  B   ! C −Š Ša ba b
entonces
   .0 B œ 0 Ca b a bmin

C − Š
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DEMOSTRACIÓN. Puesto que  es convexo0a b a b a b a ba b" 0 C   0 B  J B ß C  B C −    para dada  Š

Pero  , así  de donde la proposición, puesa b a b a ba bJ B ß C  B   ! 0 C   0 B

tomando la función
    1 > œ 0 >B  "  > C ! Ÿ > Ÿ "a b a ba b
1 > 1wa b es creciente pues  es convexa y por el teorema del valor medio se
sigue que
   1 "  1 ! œ 1 ! Ÿ 1 "a b a b a b a bw w

donde  y   obteniéndose .1 " œ 0 B ß 1 ! œ 0 C 1 " œ f0 B ß B  C "a b a b a b a b a b a b a ba bw

PROPOSICIÓN 4.2. Sea   , una función continua derivable (o0 À dß § d„ „→ R

sea de clase ) convexa. Entonces  es monótona.G J B œ f0 B" a b a b
DEMOSTRACIÓN. Dados , como  es convexa se tieneBß B − 0w „
 ,  y  , 0 B   0 B  J B ß B  B 0 B   0 B  J B ß B  Ba b a b a b a b a b a ba b a bw w w w w

sumando estas dos desigualdades obtenemos
    a ba b a bJ B  J B ß B  B   ! Bß B −w w w „

de donde  es monótona.J

La proposición 4.2 es también válida considerando  estrictamente0
convexa y el potencial  resulta estrictamente monótono, siguiendof0 Ba b
el mismo procedimiento.
Sin embargo, no todo operador monótono proviene como un gradiente
(o potencial) de funciones convexas. Por ejemplo, consideremos el campo
vectorial que no es convexo,
  , J B œ B ß B  B B œ B ß B − da b a b a ba b" # " " #

#9

donde  es una función suave de la variable simple  tal que9 B − d"

  para  .k k k ka b a b9 9B  B Ÿ B  B B ß B − d" " "
w w w
" " #

De los cálculos tenemos a b a ba b a b a b a ba b a bJ B  J B ß B  B œ B  B ß B  B  B  B ß B  B ß B  Bw w w w w w w
" # " " #" # " " #9 9

  œ B  B  B  B B  B  B  Ba b a ba ba b a b" # # "
w w w w
" # # "

# 9 9

  œ B  B  B  B  B  B B  Ba b a b a ba ba b a b" # # "
w w w w
" # # "

# # 9 9

    B B  B  B B  Bl l k kk ka b a bw w w#
# "# "9 9

  .  B B  B  B  B  B   B  Bl l k k k k l la b a bw w w w# # # #" " "
# # ## "# "9 9

Esto nos dice que  es monótono y no es convexo.J Ba b
PROBLEMA 3. Sea para todo , und œ B œ B ß B ßá ß B − d À B   ! 3

R R
" # R 3˜ ™a b

conjunto convexo de   y sea    . Hallar      tal qued J À d d B − dR R R R
 !⎯→

          y   .J B − d J B ß B œ !a b a ba b! ! !
R

Para dar una solución al problema 3, consideremos el siguiente resultado.

TEOREMA 5. El punto , es una solución para el problema 3, si y sóloB − d! 
R

si,     para   .B − d À J B ß C  B   ! C − d! ! ! 
R Ra ba b
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DEMOSTRACIÓN. Primero notemos que si  es solución del problema 3,B!

entonces    para   ,   así quea ba bJ B ß C   ! C − d! 
R

 .a b a b a b a ba b a b a b a bJ B ß C  B œ J B ß C  J B ß B œ J B ß C   !! ! ! ! ! !

Recíprocamente supongamos que  es una solución para laB − d! 
R

desigualdad variacional, entonces
    en el ésimo lugarC œ B  / ß / œ !ßá ß !ß "ß !ßá! " 3 ! 3 3 a b a b
es un elemento de , asíd

R

   así,  .! Ÿ J B ß B  /  B œ J B ß / œ J B J B − da b a b a b a ba b a b! ! 3 ! ! 3 3 ! ! 
R

Por lo tanto, puesto que C œ ! − d
R

    a ba bJ B ß B Ÿ !! !

(dado que  en particular para  tenemos quea ba bJ B ß C  B   ! C œ !! !a ba bJ B ß  B   !! !  de donde la afirmación).
Pero     implica que   , asíB ß J B − d J B ß B   !! ! ! !

Ra b a ba b
    .a ba bJ B ß B œ !! !

§5. DESIGUALDADES VARIACIONALES EN ESPACIOS DE HILBERT.

5.1 FORMAS BILINEALES.
Muchos resultados interesantes en la teoría de desigualdades
variacionales pueden ser formulados en términos de formas bilineales
en espacios de Hilbert. Esta teoría puede generalizarse a la teoría de
problemas de frontera para ecuaciones elípticas lineales.
Sea  un espacio de Hilbert real y  su espacio dual. Designamos porL L‡

a b llß Lel producto interno en , y  su norma, tómese
     L ‚L d

0ß B Ø0ß BÙ
‡ ⎯→a b È

un ligamiento entre  y   (también conocida como correspondenciaL L‡

de Clarke).
Sea una forma bilineal (real) en , es decir,   es! !a b?ß @ L À L ‚L d⎯→
continua y lineal en cada una de las variables se dice que la forma?ß @ß
bilineal es simétrica si!a b?ß @
     para  .! !a b a b?ß @ œ @ß ? ?ß @ − L
Una aplicación lineal continua
     E À L L⎯→ ‡

determina una forma bilineal, esto según el teorema de Riesz, vía un
ligamientoa b a b" ?ß @ œ ØE?ß @Ù    .!

Las condiciones de linealidad se verifican y
    para  un  k k l ll la b! ?ß @ Ÿ - ? @ -  !
lo cual implica que  es continua. Y recíprocamente dada una forma!
bilineal ,  la aplicación lineal!a b?ß @
   para @ ?ß @ @ − LÈ !a b
determina una transformación lineal continua   que satisface .E À L L "→ ‡ a b
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DEFINICIÓN 5.1. La forma bilineal es coerciva en  si existe  tal! -a b?ß @ L  !

quea b a b l l# @ß @   @ @ − L   para  .! - #

La forma bilineal  es coerciva si y solamente si la aplicación !a b?ß @ E
definida por  es coerciva en el sentido de la definición 5.1.a b"
Evidentemente una forma bilineal coerciva  define una norma!a b?ß @a b l la b! @ß @ L @

"
#  en   equivale a .

5.2. EXISTENCIA DE SOLUCIONES PARA DESIGUALDADES VARIACIONALES EN ESPACIOS
DE HILBERT.
Con tal fin consideramos el siguiente problema:

PROBLEMA 4. Sea  un conjunto cerrado convexo de un espacio deŠ § L
Hilbert  y . HallarL 0 − L‡

   para todo .? − À ?ß @  ?   Ø0ß @  ?Ù @ −Š ! Ša b
La respuesta a este problema la encontramos en el siguiente resultado:

TEOREMA 6. Sea  una forma bilineal coerciva en ,  , cerrado y! Ša b?ß @ L § L
convexo, . Entonces existe una única solución para el problema 4.0 − L‡

Además, la aplicación  es Lipschitziana, esto es si ,  son0 Ä ? ? ?" #

soluciones  del  problema 4, correspondiente a   entonces0 ß 0 − L" #
‡

a b l l l lˆ ‰$ ?  ? Ÿ 0  0   " # " #
"

L- ‡

Obsérvese que la aplicación  es lineal si  es un subespacio de 0 Ä ? LŠ .
DEMOSTRACIÓN. Iniciamos con la demostración de . Supóngase quea b$
existe      soluciones de las desigualdades? ß ? − L" #

   para  ,  ? − À ? ß @  ?   Ø0 ß @  ? Ù @ − 3 œ "ß #ß3 3 3 3 3Š ! Ša b
tomando  en la desigualdad variacional para  y  en la@ œ ? ? @ œ ?# " " 
desigualdad para , se obtiene?#

3Ñ ? ß ?  ?   Ø0 ß ?  ? Ù  , y,!a b" # " " # "

     ,!a b? ß ?  ?   Ø0 ß ?  ? Ù# " # # " #

sumando obtenemos
33Ñ ? ß ?  ?  ? ß ?  ?   Ø0 ß ?  ? Ù  Ø0 ß ?  ? Ù ! !a b a b# " # " # " " # " # " #

lo cual es equivalente a
 ! !a b a b? ß ?  ?  ? ß ?  ?   Ø0 ß ?  ? Ù  Ø0 ß ?  ? Ù# " # " " # # " # " " #

por la bilinealidad se obtiene
 !a b?  ? ß ?  ?   Ø0  0 ß ?  ? Ù# " " # # " " #

de donde
 -!a b?  ? ß ?  ?    Ø0  0 ß ?  ? Ù" # " # " # " #

así
 .!a b?  ? ß ?  ? Ÿ Ø0  0 ß ?  ? Ù" # " # " # " #

Por lo tanto de la coercividad de !
 -l l l l l l?  ? Ÿ Ø0  0 ß ?  ? Ù Ÿ 0  0 ?  ?" # " # " # " # " #

#
L‡
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por consiguiente se obtiene .a b$
Resta demostrar la existencia de la cual presentamos en varios pasos:?ß

1. Suponemos que    es simétrica, se define el funcional!a b?ß @
   M ? œ ?ß ?  #Ø0ß ?Ùa b a b!

Sea  , ahora. œ M ?infŠ a b
 M ?   ?  # 0 ?   ?  0  ? œ  0a b l l l l l l l l l l l l l lˆ ‰ ˆ ‰- - -# # # # #

L L L L
" "

‡ ‡ ‡- -

esto se debe a que
   a bl l l l0  ?   !- #

 y esto equivale a
  l l l ll l l l0  # 0 ?  ?   !# ##- -

de donde se tiene
   # 0 ?    0  ?l l l l l l l lˆ ‰

L L
" # #

‡ ‡-
-

deduciéndose que
    .    0  _ˆ ‰l l"

L
#

- ‡

Sea  una sucesión minimizada de  en  tal que? M8 Š
  ; .˜ ™a b? − . Ÿ M ? Ÿ . 8 8

"
8Š

Aplicando la ley del paralelogramo y teniendo en mente que  esŠ
convexo vemos que
 - ! ! !l l a b a b a b?  ? Ÿ ?  ? ß ?  ? œ # ? ß ?  # ? ß ?8 7 8 7 8 7 8 8 7 7

#

  % ?  ? ß ?  ?  %Ø0ß ? Ù  %Ø0ß ? Ù  )Ø0ß ?  ? Ù!ˆ ‰a b a b a b" " "
# # #8 7 8 7 8 7 8 7

 .œ #M ?  #M ?  %M ?  ? Ÿ # .   # .   %.a b a b a bˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰8 7 8 7
" " "
# 8 7

Luego
   -l l  ‘?  ? Ÿ # 8 7

# " "
8 7

Hemos usado que
  .%Ø0ß ? Ù  %Ø0ß ? Ù  )Ø0ß ?  ? Ù œ !8 7 8 7

"
# a b

Por consiguiente la sucesión  es de Cauchy y el conjunto  es cerradoe f?8 Š

así contiene un elemento  tal que  en  luego .? − ? Ä ? L M ? Ä M ?Š 8 8a b a b
Así   y para cualquier   ademásM ? œ . @ − ?  @  ? − ß ! Ÿ Ÿ "a b a bŠ % Š %

M ?  @  ?   M ?a b a ba b% .
Entonces
 ! % % %a b a b a ba b a b?  @  ? ß ?  @  ?  #Ø0ß ?  @  ? Ù   M ?

ó
 ! %! % ! %a b a b a b a b?ß ?  #Ø0ß ?Ù  # ?ß @  ?  @  ?ß @  ?  # Ø0ß @  ?Ù   M ?#

como    se sigue queM ? œ ?ß ?  #Ø0ß ?Ùa b a b!

 # ?ß @  ?  @  ?ß @  ?  # Ø0ß @  ?Ù   !%! % ! %a b a b#

o sea
 ! %!a b?ß @  ?   Ø0ß @  ?Ù  Ø@  ?ß @  ?Ù"

#

para todo   tal que . Haciendo  vemos que  es una solución% % %! Ÿ Ÿ " œ ! ?

del problema 4.
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2. Tratemos ahora el caso general donde  no es simétrica, mediante!a b?ß @
una perturbación, se introduce la forma bilineal coerciva siguiente
  ,  ! !> !a b a b a b?ß @ œ ?ß @  >, ?ß ? ! Ÿ > Ÿ "

donde
  ! ! !!

"
#a b c da b a b?ß @ œ ?ß @  @ß ?

y
  , ?ß @ œ ?ß @  @ß ?a b c da b a b"

# ! !

son las partes simétrica y antisimétrica de . Obsérvese que!
! ! ! -" >a b a b a b?ß @ œ ?ß @ ?ß @ y que es coerciva con la misma constante , pues
! !>a b a b@ß @ œ @ß @ .

LEMA. Si el problema  tiene solución para  y todo  entonces% ?ß @ 0 − L!7a b ‡

el problema 4 tiene solución para  y todo  donde!>
‡a b?ß @ 0 − L

7 Ÿ > Ÿ 7  > ß >  ß Q œ  _! ! Q ? @
, ?ß@- sup k ka bl ll l .

DEMOSTRACIÓN. Se define la aplicación     por donde  esX À L XA œ ? ?⎯→Š
la solución del problema
  para todo  ? − À ?ß @  ?   ØJ ß @  ?Ù @ −Š ! Š7a b >

donde
   y  ØJ ß @Ù œ Ø0ß @Ù  >  , Aß @ Ÿ > Ÿ  >> !a b a b7 7 7

esta desigualdad siempre tiene solución, dado que, por hipótesis
!7a b?ß @  ?   Ø0ß @  ?Ù 0 − L tiene solución para todo  y en particular para‡

0 œ J − L X>
‡ se tiene solución. Así  está bien definida. Ahora dados

? œ XA ? œ XA 0 ?" " # #, y ,  podemos aplicar el hecho de ser lipschitziana→
para obtener que la función cumple conJ ?>→
 l l l ll l a b l l l lˆ ‰?  ? Ÿ X A  A Ÿ >  Q A A Ÿ > Q A  A" # " # " # ! " #

" "
- -

7

con  (pues ). Por lo tanto  es una aplicación no expansiva y>  " >  X! !
Q

Q-
-

admite un único punto fijo por el teorema  del §2. Para éste se tiene:#

    para ? − À ?ß @  ?   Ø0ß @  ?Ù @ −Š ! Š>a b
y para cada   .>ß Ÿ > Ÿ  >7 7 !

Para completar la demostración del teorema  es suficiente observar que'

el problema 4 puede ser resuelto para  la cual es simétrica.!!a b?ß @
Aplicando el lema un número finito de veces vemos que el problema 4
admite una solución para .> œ "

5.3.UN PROBLEMA VARIACIONAL.
Consideremos un espacio de Banach real  y  una forma bilineal„ :a b?ß @
simétrica, continua en . Para  en el dual  de , se representa por„ „ „0 ‡

Ø0 ß @Ù 0 @ al valor . Consideremos el funcionala b
   N @ œ @ß @  Ø0ß @Ùßa b a b"

#:

definido en una parte  de . Se formula a continuación el siguienteŠ „
problema variacional:a bM ¿Bajo que condiciones el problema variacional
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    min
@ − Š

N @a b
posee una única solución en ?Š
El teorema que sigue da respuesta a la pregunta formulada en  cona bM
hipótesis adicionales sobre   y  .Š :a b?ß @

DEFINICIÓN 5.4. Se dice que  es elíptica, cuando existe una constante:a b?ß @
positiva  tal que-

     para todo .: - „a b l l@ß @   @ @ −#

TEOREMA 7. Sea  un espacio de Banach y  una forma bilineal,„ :a b?ß @
simétrica, continua y elíptica en . Si  es un conjunto convexo cerrado„ Š
de , entonces el problema variacional  posee una única solución ,„ a bM ?
caracterizada por la siguiente desigualdad variacional
   para todo :a b?ß @  ?   Ø0ß @  ?Ù  @ − Š

DEMOSTRACIÓN. De hecho, para  se tiene@ − „

    - :l l a b l l@ Ÿ @ß @ Ÿ Q @# #

mostrándose así que la norma es equivalente a la norma originalÈ a b: @ß @

de .  Resulta que  posee una estructura de espacio de Hilbert. Podemos„ „
por lo tanto suponer que  es un espacio de Hilbert. Del teorema de„
Riesz-Frèchet se deduce la existencia de un vector  en  tal queA0 „

    para todo .Ø0 ß @Ù œ A ß @ @ −9 „a b0

Por lo tanto
 N @ œ @ß @  A ß @ œ @  A ß @  A  A ßAa b a b a b a b a b" " "

# # #0 0 0 0 0: : : :

y el problema variacional  se reduce a obtener el mínimo en  de laa bM Š

forma cuadrática . Se sabe del §2 que la solución de este:a b@  A ß @  A0 0

problema es dado por la proyección ortogonal sobre  de  según elŠ A0

producto escalar  esto es:a b?ß @
     ? œ : AŠ

<
0

teniéndose que  es la proyección ortogonal sobre el conjunto convexo ? Š
que es cerrado en  y esto sucede si y sólo si el ángulo entre  y„ A  ?0

@  ? @ − es mayor que  para todo . Esto equivale a decir que (ver1
# Š

teorema 1)
   :a bA  ?ß @  ? Ÿ !0

cualquiera sea  en . De aquí resulta que  es solución del problema@ ?Š
variacional  si y sólo sia bM
   .:a b?ß @  ?   Ø0ß @  ?Ù
para todo  en ,  pues@ Š
  y: : : :a b a b a b a bA  ?ß @  ? œ A ß @  ?  ?ß @  ? Ø0ß @  ?Ù œ A ß @  ?0 0 0
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§6. PROBLEMAS PROPUESTOS.

" + ?ß @ L. Sea  una forma bilineal coerciva en un espacio de Hilbert real .a b
Sea  un número real tal que . Demuestre que existe ,3 3 ! )!   # Î-#

!   ")  tal que
      para  .k k l l l la b a b?ß @  + ?ß @  ? † @ ?ß @ − L3 )

NOTA. + ?ß @ - -  !ß  !a b a bes coerciva si existen    y   tales que  ! !

     y   .k k l l l l a b l la b+ ?ß @ Ÿ - ? † @ + ?ß @   @! #

# J L d  _. Sea  una función convexa de  en  +  que es propia. Entoncese f
existe un único  tal que? − L
      para todo  .+ ?ß @  ?  J @  J ?   ! @ − La b a b a b
$ J À d d. Una aplicación   es llamada "cíclicamente monótona" siR R ‡⎯→ˆ ‰
se tiene
 ØJ B ß B  B Ù  ØJ B ß B  B Ù â ØJ B ß B  B Ù Ÿ !a b a b a b! " ! " # " 8 ! 8

para cada conjunto de puntos   arbitrario . Demostrar quee f a bB ß B ßá ß B 8! " 8

J B œ f0 B œ 0 B 0 Ba b a b a b a bgradiente de es cíclicamente monótona si  es una
función convexa de clase .G"

% J § d. Sea  una aplicación continua de una bola cerrada  en sí misma.D R

Suponga que el vector  nunca tiene la misma dirección de  paraJ B Ba b
B − ` B −D D D frontera de . Entonces demuestre que existe dondea b !

J B œ Ba b! !.
&. Se define la aplicación multivaluada de un conjunto cerrado convexo
Š Š ; Š ;§ d d B − B œ ! B − ` BR R ‡ en : "sea, para ,  y para  sea elˆ ‰ a b a b
conjunto de elementos de  tales queˆ ‰dR ‡

   Ø B ß C  BÙ   !ß Ø B C  BÙ œ !; ;a b a b
son planos soportados de  en ".Š B
Entonces demostrar que para la desigualdad variacional, existe  talB − Š
que  para todo  ;   puede escribirse comoØJ B ß C  BÙ   ! C −a b Š

    .B − À J B − BŠ ;a b a b
§ 7. VARIACIONES EN ESPACIOS DE BANACH

Desigualdades como  para , donde  es un: Š Ša b?ß @  ?   Ø0ß @  ?Ù @ −
conjunto convexo cerrado de , son denominadas desigualdades„
variacionales elípticas, que en el caso de las formas simétricas son
equivalentes al problema:
 ¿bajo que condiciones el problema variacional  posee unaQ38 N @

@ − O
a b

única solución en  ?Š
Seguidamente tomemos una función arbitraria  en lugar de la función0
convexa particular
       N @ œ @ß @  Ø0 ß @Ù

µa b a b"
#:
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definida por una fórmula bilineal de ,  es una función convexa definida„ 0
en  y semicontinua inferiormente.„
Se formula ahora un segundo problema variacional mediante la pregunta
  ¿Existe en  tal que ?   ? O 0 ? œ 0 @ MMa b a b a binf

@ − O
Para hallar una respuesta satisfactoria se sustituye la forma bilineal
elíptica por una función coerciva; recordemos que una función  0 À d„⎯→
es coerciva cuando
    liml l@ Ä_

0 @ œ _a b
TEOREMA 8. Sea  un espacio de Banach reflexivo,  una parte convexa„ Š

cerrada de  y   una función convexa propia (ver 2 de los„ Š0 À d⎯→
problemas propuestos), semicontinua inferiormente y coerciva. Entonces
el problema , tiene una solución en a bMM  ŠÞ

DEMOSTRACIÓN. En efecto, existe y no puede ser ,! !
Š

œ 0 @ œ _
@ −

inf a b
pues es convexa propia. Luego . Mostremos que no se0 _ Ÿ  _!
puede tener . Sea   una sucesión mínimizada, esto es! Šœ _ ? −8

    ! œ 0 ?lim
8Ä_

8a b
Veamos que la sucesión es acotada. En el caso cuando  ese f?8 8− Š

acotada, es inmediato. Supongamos por lo tanto que  no es acotado.Š

Como  resulta de la coercividad que es una_ Ÿ  _ ?! e fl l8 8−  
sucesión acotada Como  es reflexivo, se concluye que existe una. „

subsucesión  que converge débilmente en  hacia . Dado que e f? ?7 7− „ Š

es cerrado y convexo entonces es débilmente cerrado así . Se sigue? − Š
de la semicontinuidad inferior que
   0 B Ÿ 0 ? œa b a blim inf

7Ä_
7 !

mostrándose que ya que  no es  en punto alguno.!  _ß 0 _
Siendo  el infimun, se concluye que , lo que demuestra el! ! œ 0 ?a b
teorema 8.

NOTA 1. Se dice que una función convexa es estrictamente convexa
cuando en la definición de convexidad vale el signo estricto en la
desigualdad. Cuando  es estrictamente convexa entonces la solución 0 ?
del teorema 8, es única. Realmente suponga que existen dos soluciones
?ß @ − ?  @ −Š Š; se tiene   y"

# a b
0  0 ?  0 @ œˆ ‰ a b a b?@ " "

# # # !

que es una contradicción porque  es el infimun.!
NOTA 2. El teorema 7, es un caso particular del teorema 8, pues
   N @ œ @ß @  Ø0 ß @Ùa b a b"

#:
µ

satisface las condiciones del teorema 8.
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En efecto la simetría de  implica que  es estrictamente convexa.:a b a b?ß @ N @
Resta solamente obtener la desigualdad del teorema 7 que caracteriza la
solución del problema variacional . Esto se obtendrá a través de laa bM
proposición siguiente.

PROPOSICIÓN 7.1. Si  además de las condiciones del teorema 8 es0
derivable en el sentido de Gateaux entonces son equivalentes las
siguentes afirmaciones
1)  es solución del problema variacional ? MMa b
2)   para todo  en  .Ø0 ? ß @  ?Ù   ! @wa b Š

DEMOSTRACIÓN. Suponga que  es una solución del problema variacional?a bMM . Resulta que:
   para todo  en 0 ? Ÿ 0 "  ?  @ @a b a ba b- - Š

esto es
    "

-
c da b a ba b0 ?  @  ?  0 ?   !Þ  !- -

Tomando límite cuando , siendo  derivable en el sentido de- Ä ! 0

Gateaux, se obtiene
    para todo  Ø0 ? ß @  ?Ù   ! @ −wa b Š

Recíprocamente, supongamos que existe  en  tal que? Š
    para todo Ø0 ? ß @  ?Ù   ! @ −wa b Š

Tomando , se obtiene!   "-

 0 "  ?  @  0 ? Ÿ "  0 ?  0 @  0 ?a b a b a b a b a b a ba b- - - -

esto es
 0 @  0 ?   0 ?  @  ?  0 ?a b a b c da b a ba b"

-
-

Siendo  derivable en el sentido de Gateaux, se obtiene0
 para todo  en 0 @  0 ?   Ø0 ? ß @  ?Ù   ! @a b a b a bw Š

NOTA 3. Cuando se tiene una función convexa
    N @ œ @ß @  Ø0 ß @Ùa b a b"

#:
µ

su derivada en el sentido de Gateaux  es tal queN @wa b
    ¡   ¡a b a bN ? ß @ œ ?ß @  0 ß @w :

µ

y la proposición equivale a la desigualdad variacional del teorema 7.

Un ejemplo significativo de un funcional convexo en un espacio de
Banach reflexivo es el que trataremos en seguida:

Sea  un dominio acotado de  y   un espacio de Banach. El espacio deH „dR

Sobolev  es reflexivo, siendo su dual el espacio[ "  :  _"ß:a b a bH

[  œ ""ß; " "
: ;a bŠ ‹H „. Considérese el funcional definido en  por

   N @ œ f@ .B  0 ß @a b l l   ¡"
:

:'
H

µ

para . Entonces la funcional  es estrictamente convexo,0 − N
µ

„‡

diferenciable y coercitivo.
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Como se vio, en el caso en que  es simétrica, el problema:a b?ß @
variacional  es equivalente a la desigualdad variacionala bM
   :a b   ¡?ß @  ?   0 ß @  ?

µ

para todo . Cuando se pierde la simetría, no se obtiene la@ − Š
equivalencia. El teorema que viene en seguida, muestra no obstante, que
la desigualdad
   :a b   ¡?ß @  ?   0 ß @  ?

µ

posee una solución en   aún cuando se pierda la simétria de la formaŠ
: „a b?ß @ , siendo  un espacio de Hilbert real.

TEOREMA 9. Sea una  forma bilineal, acotada, coerciva en un espacio:a b?ß @
de Hilbert   y   un conjunto convexo cerrado en  . Entonces, para todo„ Š „

0 ?
µ en   existe un único   en   tal que„ Š‡

   :a b   ¡?ß @  ?   0 ß @  ?
µ

para todo  en . La aplicación   en   en   es continua@ 0 È ?„ „ „
µ ‡ .

DEMOSTRACIÓN. : Consideremos dos soluciones  en Unicidad ? ß ?" # Š

correspondientes a  elementos de . Se tiene0 ß 0" #
‡µ µ

„

   para todo  en  e : Ša b   ¡? ß @  ?   0 @  ? @ 3 œ "ß #3 3 3 3
µ

ß

Haciendo  cuando y  cuando , tenemos@ œ ? 3 œ " @ œ ? 3 œ ## "

   y  : :a b a b  ¡   ¡? ß ?  ?   0 ?  ? ? ß ?  ?   0 ?  ?" # " " # " # " # # " #
µ µ

ß ß

sumando miembro a miembro obtenemos
 : :a b a b   ¡   ¡? ß ?  ?  ? ß ?  ?   0 ?  ?  0 ß ?  ?" # " # " # " # " # " #

µ µ
ß

de donde
    :a b   ¡?  ? ß ?  ?   0  0 ?  ?" # # " # " " #

µ µ
ß

así
! :l l a b   ¡ ½ ½?  ? Ÿ ?  ? ß ?  ? Ÿ 0  0 ?  ? Ÿ 0  0 ?  ?" # " # " # " # " # " # " #

# µ µ µ µ
ß l l

Como ya lo hemos visto en la prueba del teorema 6, por la coercitividad
de  existe     tal que: !  !

   !l l ½ ½?  ? Ÿ 0  0" # " #
µ µ

„*

lo cual equivale a
   l l ˆ ‰½ ½?  ? Ÿ 0  0" # " #

"
!

µ µ

„*

lo que demuestra la dependencia continua de la solución .?
Existencia: De la acotación de se concluye la existencia de:a b?ß @

E − ß ?ß @ œ E?ß @_ „ „ :a b a b   ¡‡ tal que (recuérdese el teorema de Riesz)  para
todo  en  ?ß @ „
Sean  y  el isomorfismo canónico de  en  definido porQ œ El l 3

_ „ „a bß
‡

‡ „ „

     para todo  en ¢ £ Š ‹3 ¸0 ß @ œ 0 @
µ µ

@
„

Teniéndose
  l l3 3¼ ¼

_ „ „ _ „ „Ð ß Ñ
"

Ð ß Ñ‡ ‡œ œ "
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LEMA 1. Sea . Entonces existe   tal que!   # ÎQ !   "3 ! )#

   para todo  en l ?l@  ?ß @ l Ÿ ? @ ?ß @a b a b l l l l3: ) „!

DEMOSTRACIÓN. En efecto, siendo
  :a b a b  ¡ 3?ß @ œ E?ß @ œ E?l@

se obtiene
  | |a b a b k k l l l l3 3 3a b?l@  E?l@ œ ?  E?l@ Ÿ ?  E? † @3 3 3

Teniéndose
 l l l l l l a b a bl l3 3?  E? Ÿ ?  E?  # ?ß ? Ÿ " Q  # ?3 3 3: 3 !3# ## ## # #

lo que prueba el lema, pues  .!  " Q  #  "# #3 !3

Para la demostración del teorema, suponga, inicialmente . El:a b a b?ß @ œ ?l@
problema consiste en encontrar en  tal que? O

  a b   ¡ Š ‹3?l@  ?   0 ß @  ? œ 0 l@  ?
µ µ

para todo  en , o equivalentemente@ Š

   Š ‹3?  0 l@  ?   !
µ

para todo  en . Del teorema 7 y de la anterior desigualdad se deduce@ Š
que
   ? œ T 0

µ<9C

O
3

Aquí indica proyección sobre . Suponga ahora que está enT O ?ß @<9C

O
:a b

las condiciones del teorema, esto es, no necesariamente simétrica y fijo 3
como en el lema 1. Para  en  sea  definido del siguiente modo? ? −„ 9 „a b ‡

     ¡   ¡a b a b a b9 3: 3? ß @ œ ?l@  ?ß @  0 ß @
µ

para todo  en . Dados  en , se tiene por el lema 1.@ ? ß ?„ „" #¸ ¸  ¡a b a b a b a b l ll l9 9 3: ) )?  ? ß @ Ÿ l ?  ? l@  ?  ? ß @ l Ÿ ?  ? @ ß !   "" # " # " # " #

Siendo , se concluye del teorema 7 la existencia de un único 9 „a b? − A‡

en  tal queŠ
    a b a b  ¡Al@  A   ? ß @  A9

para todo , luego@ − Š
    A œ T ? œ X?<9C

O
3 a b9

teniéndose de este modo que  está definida de  en . ObteniéndoseX O„
 l l l l l l3 a b a b a b a bX?  X? œ T ?  T ? Ÿ ?  ?" # " # " #

<9C <9C
O O9 9 9 9

      Ÿ ?  ? ß !   ") )l l" #

Mostrando que    es una contracción. Resulta que existe unX À „ Š⎯→
único  en  tal que .  Así,  satisface la siguiente desigualdad? X? œ ? ?Š

 , a b a b a b a b  ¡   ¡?l@  ?   ? ß @  ? œ ?l@  ?  ?ß ?  @  0 @  ?
µ

9 3: 3

para todo  en , esto es@ Š

   para todo : Ša b   ¡?ß @  ?   0 ß @  ? @ −
µ

Cuando se toma    y haciendo  en el teorema 9 se obtieneŠ „ :œ @ œ ? „

     para todo  : ) ) ) Ša b   ¡?ß œ 0 ß −
µ
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y en este caso particular el teorema 9 es conocido bajo la denominación
de Lema de Lax-Milgram.

§8.GRADIENTE GENERALIZADO

Como lo hemos venido considerando en las secciones anteriores, „
denotará un espacio de Banach y  su espacio dual,  para ,„ „‡ ‡  ¡B ß B B −

B − 0 À d‡ ‡„ „ denotará la dualidad. Sea    una función continua⎯→
localmente Lipschitziana, es decir para cada , existe una vecindad B − R„
de  y una constante  dependiente de  tal queB 5 R
   |   para cada  0 C  0 D l Ÿ 5 C  D Cß D − Ra b a b l l
DEFINICIÓN 8.1. Para cada , definimos la @ − „ derivada direccional
generalizada   en la dirección de  como0 Bà @ @!a b
   0 Bà @ œ! 0 B2 @ 0 B2a b ’ “lim sup

2 Ä !
Æ !-

a b a b-
-

(aquí lógicamente ,  y se supone que  es una función2 − − !ß _ 0„ - a b
Lipschtziana).
Se tienen las siguientes propiedades básicas:a b a b" @ È 0 Bà @ La función  es subaditiva, positivamente homogénea!

entonces  es una función convexa.0
En efecto, sean  y    dados entonces@ @" # 

 0 Bà @  @ œ!
" #

0 B2 @  @ 0 B2a b ’ “lim sup
2 Ä !

Æ !-

a b a b- -
-

" #

 Ÿ lim sup lim sup
2 Ä ! 2 Ä !

Æ ! Æ !- -

’ “ ’ “0 B2 @  @ 0 B2 @ 0 B2 @ 0 B2a b a b a b a b- - - -
- -

" # # #

 œ 0 Bà @  0 Bà @! !
" #a b a b

 0 Bß @ œ œ! 0 B2 @ 0 B2 0 B2 @ 0 B2a b ’ “ ’ “! !lim sup lim sup
2 Ä ! 2 Ä !

Æ ! Æ !
Å
 !- -!

a b a b a b a ba b-! -!
- !-

 œ œ 0 Bà @! !lim sup
2 Ä !

Æ !!-

’ “ a b0 B2 @ 0 B2 !a b a ba b-!
!-

Se sigue la convexidad de •   0 Bß À d!a b „⎯→
0 Bà @  "  @ Ÿ 0 Bà @  0 Bà "  @ œ 0 Bà @  "  0 Bà @! ! ! ! !

" # " # " #a b a b a b a b a b a ba b a b- - - - - -

para todo .- − !ß "a ba b a b l l# l0 Bà @ l Ÿ O @ !

Claramente ya que
|0 Bà @ l Ÿ 0 B  2  @  0 B  2 Ÿ 5 B  2  @  B  2! " "a b a b a b l l¹ ¹ a blim sup lim sup

2 Ä ! 2 Ä !
Æ ! Æ !- -

- -
- -

  œ 5 @l l
donde  es la constante de Lipschitz.5
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a b a b$ @ È 0 Bà @ La función    es continua!

En efecto, por  y  se tienea b a b" #
  0 Bà ?  0 Bà @ Ÿ 0 Bà ?  @ Ÿ 5 ?  @! ! !a b a b a b l l
  0 Bà @  0 Bà ? Ÿ 0 Bà @  ? Ÿ 5 @  ?! ! !a b a b a b l l
por lo tanto
  l0 Bà ?  0 Bà @ l Ÿ 5 ?  @! !a b a b l la b a b a b a b% 0 Bà  @ œ  0 Bà @ ! !

En efecto,
 0 Bà  @ œ! 0 B2 @ 0 B2a b ’ “lim sup

2 Ä !
Æ !-

a b a b-
-

   œ lim sup
2 Ä !

Æ !-

’ “0 B 2 @  @  0 B 2 @a b a ba b a ba b- - -
-

  .œ  0 Bà @a b a b!

DEFINICIÓN 8.2 (F.H.Clarke). El  de  en , denotadogradiente generalizado 0 B
por  está definido como la subdiferencial de la función convexa `0 0 Bà @!a b
en . Esto es  si y sólo si para todo  .! A − `0 B § @ − Aß @ Ÿ 0 Bà @a b a b  ¡„ „‡ !

NOTA: En esta definición se supone que  es localmente Lipschitziana0

8.3.PROPIEDADES DEL GRADIENTE GENERALIZADOa b a b" `0 B  es un subconjunto convexo, débilmente compacto no vacío de
„‡.
En efecto, sean  esto es ,  A ßA − `0 B A ß @ Ÿ 0 Bà @ A ß @ Ÿ 0 Bà @ ß" # " #

! !a b a b a b  ¡   ¡
ahora  ¡   ¡   ¡a b a b a b a b a b- - - - - -A  "  A ß @ œ A ß @  "  A ß @ Ÿ 0 Bà @  "  0 Bà @" # " #

! !

esto es
   para todo   ¡a b a b- - „A  "  A ß @ Ÿ 0 Bà @ @ −" #

!

así   de donde  es convexo.- -A  "  A − `0 `0" #a b
Para ver que  es débilmente compacto, sea  una sucesión`0 B Aa b e f8 8œ"

_

acotada de , entonces  es una sucesión de funciones lineales`0 B Aa b e f8 8œ"
_

continuas de , pues para todo ,  y de las propiedades  y „ „8 A − # $8
‡ a b a b

de la definición de derivada generalizada, se obtiene la continuidad de las
A 8 A § `0 B8 8 8œ"

_ para todo , luego la sucesión  tiene una subsucesióne f a b
débilmente convergente, de donde  es débilmente compacto.`0 Ba b
a b l l# A Ÿ O  Para cada , tenemosA − `0 Ba b „‡

En efecto;
  l l a b a b l l  ¡A œ lA @ l œ l Aß @ l Ÿ l0 Bà @ l Ÿ O @ œ O„‡ sup sup sup supl l l l l l l l@ œ " @ œ " @ œ " @ œ "

!

a b$  Sean   funciones localmente Lipschitzianas, entonces0ß 1 À \ d⎯→
   ` 0  1 B § `0 B  `1 Ba ba b a b a b
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PRUEBA: Sabemos que si  es débilmente compacto, entoncesH „§ ‡

`0 B § a@ − 0 Bà @ Ÿ @ßA àA −a b a ba ba b e fa bH „ H si y sólo si ! max
Antes mostremos esta equivalencia; ) Se tiene la siguiente contenenciaÄ
   e f e fa bØ ß @Ùà − `0 B § Ø ß @Ùà −0 0 0 0 H

luego tomando el máximo se tiene
      max maxe f e f a ba bØ ß @Ùà − `0 B Ÿ Ø ß @Ùà − "0 0 0 0 H

Ã − `0 B Â) Suponiendo ahora algún elemento  y , entonces por el0 0 Ha b
teorema de separación existe un elemento  tal que@ − „
  Ø ß @Ù  Ø@ß AÙ À A −0 Hmaxe f
Esto contradice a , pues en realidada b"
  0 Bà @ œ Ø@ß AÙà A −!a b e fmax H

como se probará más tarde.   
Usando este hecho con  reemplazando a  y . El0  1 0 œ `0 B  `1 BH a b a b
lado derecho de la desiguadad es considerado como 0 Bß @  1 Bß @! !a b a b
mientras el lado izquierdo de la desigualdad es . El resultadoa b a b0  1 Bß @!

se sigue ahora observando que  no es  más grande que .a b0  1 0  1! ! !

(4)   para todo ` 0 B œ `0 B − da ba b a b- - -

PRUEBA: Si  esta igualdad es trivial ya que  si y sólo si- -  ! A − ` 0 Ba ba b
 ØAß @Ù Ÿ 0 Bà @ œa b a b- ! 0 B2 @  0 B2lim sup

2 Ä !
Æ !)

- ) -
)

a b a b

  ,  para todo œ œ 0 Bà @ @ −- - „lim sup
2 Ä !

Æ !)

0 B2 @ 0 B2 !a b a b)
)

a b
Luego .A − `0 B- a b
Para , se sigue fácilmente pues ya se mostró que- œ  "

0 Bà  @ œ  0 Bà @! !a b a b a b.
a b&  Si  es convexa, entonces  coincide con la subdiferencial de  en0 `0 B 0a b
el sentido del análisis convexo.
PRUEBA. Denotemos la subdiferencial de por . Es conocido que existe0 ` 0‡
la derivada direccional  usual y  es el soporte funcional de0 Bà @ 0 Bàw wa b a b
` 0‡ .
Puesto que los conjuntos convexos débilmente compactos son
caracterizados por su soporte funcional, es suficiente probar que .0 œ 0w !

Evidentemente . Ahora para  dado, si  es una sucesión que0 Ÿ 0 @ 2w !
3

converge a cero en  y sea  una sucesión decreciente a cero, entonces„ -3

existen  en  y  en  de tal manera que- - 0 -‡ ‡
3 33 3 ‡ 3a b a b!ß ` 0 B  2  @

  c da b a b0 B2  @ 0 B23 3 3

3

-
-

œ Ø@ß Ù03

Podemos (tomando una subsucesión si es el caso) suponer que ,0 03 Ä
necesariamente  pertenece a  . Deduciéndose entonces que0 ` 0 B‡ a b
  .0 Bà @ Ÿ Ø@ß Ùà − ` 0 B œ 0 Bà @! w

‡a b e f a ba bmax 0 0



Darío Sánchez H                          ELEMENTOS DE ANÁLISIS NO LINEAL                             Aportes    25

PROPOSICIÓN.8.4. Supongamos que para cada punto , en una vecindad deC
B 0 H0 C,  admite una derivada en el sentido de Gateaux , y quea b
H0 :    es continua. Entonces„ „⎯→ ‡    `0 B œ H0 Ba b e fa b
PRUEBA. Para cualquier  en  y  tal que  es suficientemente2  ! 2 „ - -l l
pequeño, la función es diferenciable en  , , con1 > œ 0 B  2  >@ !a b a b c d-
   1 > œ Ø@ßH0 B  2  >@ Ùwa b a b
Por el teorema del valor medio, hay un  en  tal que- -‡ a b!ß

   c da b a b0 B2 @ 0 B2-
-

œ Ø@ßH0 B  2  @ Ùa b-‡

De aquí deducimos que
    0 Bà @ œ Ø@ßH0 B Ù!a b a b
Como  es arbitrario, el resultado se sigue de la siguiente afirmación:@
Sea  un subconjunto débilmente compacto convexo no vacío en H „‡

entonces
 .`0 B § Í a@ − 0 Bà @ Ÿ Ø@ß AÙà A −a b a ba ba b e fH „ H! max

a b'  La aplicación de conjuntos valuados  es suficientementeB È `0 Ba b
semicontinua en el sentido de que para cada  existeB − ß  !ß @ − ß! „ % „

$ $ ! A − `0 B B  B  A − `0 B tal que, para cada  con , existe un a b l l a b! ! !

de manera que
   lØA  A ß @Ùl ! %

PRUEBA. Si fuese falso, entonces tendríamos un , un elemento B − @ −! „ „
un número positivo  y sucesiones  tales% „ 0! 8 8 88œ" 8œ"

_ _ ! B § ß § `0 B e f e f a b
que  y |  para cada .l l a b a bB  B  "Î8  Aß @ l  A − `0 B8 ! 8 !0 %

Puesto que  es una vecindad de , según la propiedad se tienee f a bB B #8 !8œ"
_

l l0 0 08 8 !„‡ 3
Ÿ 5 Ä

A así que existe una subsucesión débilmente (con la
topología débil). Ahora vamos a probar que . En efecto para0! !− `0 Ba b
cada  existe tal que? − 2 Ä !ß Æ !„ -3 3

   l0 B 2  ? 0 B 2 l
8

"
3

ˆ ‰ ˆ ‰8 3 3 8 33 3

3 3

-

-
 Ø ß ?Ù  ß 3 œ "ß #ß $ßá0

Siguiéndose que  para cada  esto significa que0 B ß ?   Ø ß ?Ù ? −!
! !a b 0 „

0 0! ! !− `0 B A œa b. Ahora si sustituímos  en la hipótesis encontramos que
   lØ  ß @Ùl  • Ä

A
0 0 % 0 08 ! 8 !

lo cual  es contradictorio.a bpo

a b(  La función  existe, y es semicontinua inferiormente,-a b l lB œ Amin
A − `0ÐBÑ

„‡

es decir, se tiene   .lim
BÄB

!
!

- -a b a bB   B

PRUEBA. Puesto que  es un conjunto no vacío, convexo, débilmente`0 Ba b
compacto y la función  es débilmente semicontinuaA Ä Al l„‡

inferiormente y acotada inferiormente, así que para cada existe unB −! „
A − `0 B! !a b tal que
     l l l lA œ A! „ „‡ ‡inf

A − `0ÐB Ñ!
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La inferiormente semicontinuidad de la función  es probada como-ÐBÑ
sigue: Supóngase que no cumple la desigualdad, así, existe una sucesión
B Ä B ÐB Ñ  ÐB Ñ A − `0ÐB Ñ8 ! 8 ! 8 8

8Ä_
, de manera que , y un  tal quelim - -

l lA œ ÐB Ñ8 8„‡ - , entonces podríamos escoger una subsucesión
A Ä A − `0ÐB Ñ A   A   ÐB Ñ8 ! ! 8 ! !

3Ä_
3 3

 y se tendría entonces que liml l l l -

obteniéndose  así una contradicción.a bpo
 a b a b e fa b) @ − 0 Bß @ œ ß @ Î − `0ÐBÑ  , Para cada „ 0 0! max
PRUEBA. En efecto, como  significa que  esto0 0− `0 B Ø ß @Ù Ÿ 0 Bà @a b a b!

significa que el conjunto  es un conjunto acotadoe fa bØ ß @ÙÎ − `0 B0 0

superiormente y por las propiedades de los números reales se sigue que
0 Bà @!a b es el máximo del conjunto.

a b*  Sea   y      una función localmente9 V „ „a b a bc d> − !ß " 0 À d" ⎯→ ⎯→
Lipschitziana entonces la función  es diferenciable casi en toda2 œ 0 ‰ 9
parte y
  2 > Ÿ ØAß > ÙÎA − ` > +Þ/w wa b e fa b a ba bmax 9 9

PRUEBA. La función  es localmente Lipschitziana, así es diferenciable en2 >a b
casi toda parte, suponiendo que es diferenciable en , entonces> œ >!
  2 > œ œw

!
Ä! Ä!

0 >  0 > 0 >  > ! 0 >a b lim lim
- -

9 - 9 9 9 - - 9
- -

a b a b a b a ba b a b a b a b a b a b! ! ! ! !
w

  œ Ÿlim lim sup
-

9 9 - 9 9 9 - 9
- -Ä!

0 >  > 0 > 0 > 2 > 0 > 2a b a b a b a ba b a b a b a b a b a b! ! ! ! ! !
w w

2 Ä !
Æ !-

  , .œ 0 > à > œ ØA > ÙÎA − `0 >! w w
! ! ! !a b e fa b a b a b a ba b9 9 9 9max

a b"! ! − `0ÐBÑSi  es un mínimo local para , entoncesB 0  .
PRUEBA. Cuando  tiene un mínimo local en  entonces  es no0 B 0 Bà @!a b
negativo para todo . El resultado se sigue fácilmente de la definición,@
pues  si y sólo si  .a ba ba ba@ − Ø!ß @Ù œ ! Ÿ 0 Bà @ ! − `0ÐBÑ„ !

PROPOSICIÓN 8.5. Sea   perteneciente a  para , y03 3 `0ÐB Ñ 3 œ "ß #ßá

supóngase que y . Entonces B Ä B Ä3 30 0  0 − `0ÐBÑ
DEMOSTRACIÓN. Sea  cualquier elemento de  dado. Tenemos@ „
   0 B ß @   Ø@ß Ù!

3 3a b 0

así existe  en  y  tal que2  !3 3„ -

  c da b a b0 B 2  @ 0 B 2
3

"
3

3 3 3 3 3

3

-
-

 Ø@ß Ù 0

y tal que  es menor que . Puesto que converge a sel l2  Ø@ß Ù Ø@ß Ù3 3 3
"
3- 0 0

sigue de lo anterior que
    .0 Bà @   Ø@ß Ù!a b 0

Puesto que  es arbitrario,    pertenece a   según la definición.@ `0ÐBÑ0

PROPOSICIÓN 8.6. Sea     de clase . Entonces2 À d d⎯→ V"
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   ` 2 ‰ 0 B § 2 0 B `0 Ba ba b a b a ba bw

DEMOSTRACIÓN. Podemos suponer sin perder generalidad que  es2 0 Bwa ba b
no negativa. Denotemos por  el lado derecho de la inclusión supuesta.H
Entonces, para cada @
  max lim supe f a ba bØ@ß AÙà A − œ 2 0 BH w 0 B2 @ 0 B2

2 Ä !
Æ !-

 ‘ˆ ‰ ˆ ‰-

-

     œ 20 Bà @lim sup
2 Ä !

Æ !-

 ‘ˆ ‰ ˆ ‰2†0 B2 @ 20 B2 !-

-
a b a b

(la desigualdad es una consecuencia del teorema del valor medio).
El resultado se sigue ahora de aquel  que ya mostramos en  dice quea b$ ß
si  es débilmente compacto, entonces  si y sólo si paraH „ H§ `0ÐBÑ § 

‡

todo , .@ − 0 Bà @ Ÿ Ø@ß AÙà A −„ H!a b e fmax
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