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ABSTRAC. Several conditions are imposed on a non-linear operator of
reflexive Banach Space into its dual which allow to establish a Fredholm
alternative for such an operator. Then an application is given to a
problem in Algebraic Geometry.

RESUMEN. Se dan condiciones para que un operador no lineal de un
espacio de Banach reflexivo en su dual satisfaga la alternativa de
Fredholm. Se usa luego el resultado para responder a una pregunta en
Geometria Algebraica.

§1. INTRODUCCION. El estudio de los operadores monotonos se origind en
investigaciones sobre desigualdades variacionales y es de utilidad en el
estudio de las ecuaciones diferenciales parciales no lineales. Tiene
ademas otras aplicaciones interesantes, como es el caso en el analisis de
la siguiente pregunta en geometria algebraica:

Sea T : R"—R" wuna aplicacion cuyos componentes son polinomios en n
variables. Supongase que para el jacobiano VT se tiene que

det(VT(z)) # 0, para todo x € R".
¢Es T un homeomorfismo de R" sobre R"?

Si £ es un espacio de Banach real y E* es su dual topologico, un
operador T': E—FE* es un operador monétono si (Tx —Ty,z —y) 0Opara
todo z,y € E. Aqui (z*,z) denota la imagen de z € F por el funcional
z* € E*. Por otra parte, se dice que T es de tipo polindmico si para algun
par v,w € E el hecho de que

limsup|(T'(w + tv),v)| < oo

t — o0

asegura que (T'(w + tv),v) es constante en la variable t € R.

Es un hecho interesante que la alternativa de Fredholm sea valida para
operadores monétonos de tipo polindmico que satisfagan ademas una
desigualdad del tipo de "Gdrding" (estas son generalizaciones de la
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desigualdad de Rellich) o alguna condicion analoga de semicoercitividad,
como fue observado alrededor de 1977 por varios investigadores. Dentro
de este contexto la propiedad de Fredhom es equivalente a la linealidad
cerrada del recorrido R(T) del operador.

El propésito de este aporte es enunciar y demostrar un teorema de
Fredholm bajo situaciones ligeramente diferentes, muy elegantes, que
se originan en un teorema de Landesman y Lazer [2] sobre dicha
alternativa para ecuaciones elipticas con parte principal no lineal.

§2. ELEMENTOS DE OPERADORES MONOTONOS.

Sea EF'un espacio de Banach real, E* su dual topoldgico y T: E—FE* un
operador no lineal (o,mejor, no necesariamente lineal) de £ en E*. El
operador T : E—FE* es monotono si

(M1) (Tx —Ty,z—y) 0 paratodo z,y€F

Aqui, (z*,z) denota la imagen de z € FE por la funcional 2* € E*. El
operador T : E—FE* es coercitivo si

(C1) Trs) | oo cuando |z — + oo.

&
Si E es el sistema de los niumeros reales, T es simplemente una funcién
real definida sobre los niumeros reales, y decir que T es un operador
monotono equivale a decir que T es una funcion monétona no-
decreciente:

Tx Ty para z y.
La coercitividad de T se traduce en que Tz — + oo cuando z — 4+ o0 Yy
Ty — — oo cuando y — — oo.
Una aplicacion T :E—E* es fuertemente monotona si existe una
constante C' > 0 tal que
(MF) (Te —Ty,x—y) Clz—y|* paratodo =z,yc¢€ E.
Es facil ver que una aplicacion fuertemente mondtona es coercitiva. En
efecto, usando (MF) con y =0 tenemos (Tz—T0,z) C|z|?, lo cual
implica que T'(z,z)  (C|z| — |TO[))]|z].
Para dar respuesta a la pregunta formulada en §1, recordemos un
resultado muy util en la teoria de los problemas elipticos no lineales con
valores de frontera.

AFIRMACION. Si E es un espacio de Banach reflexivo con espacio dual E* y
T: E—E* es una aplicacion continua que satisface la condicion de
monotonia (M1) y la condicion de coercitividad (C1), entonces T es
sobreyectiva.

Este resultado fue ampliamente estudiado por D.G. de Figueiredo [1]en

1974. Muchas generalizaciones de la afirmacion se han dado
posteriormente.
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En las aplicaciones a la teoria de las ecuaciones elipticas, el espacio E es
usualmente un subespacio cerrado de Sobolev H!'*(Q2) donde 2 es un
dominio de R", que contiene el espacio C;°(2) de las funciones de
prueba. Por otra parte, T es generalmente de la forma

(1) (Tu,v) =>[As(z,u,..., V™) “vdx, (o] <m),veE.
a Q

La notacion wusa multi-indices o= (ay,,...,a,), la abreviatura
0* =T11(0/0x;)" (i =1,2,...,n) y una funcién apropiada A, de m+1
variables. Condiciones apropiadas de elipticidad y crecimiento conducen
a la coercitividad completa de 7. También se han estudiado condiciones
que sélo conducen a desigualdades del tipo de Garding que, como se
dijo, son generalizaciones de la desigualdad de Rellich. Estas
desigualdades de Garding son usualmente de la forma

(2) (Tu,u)  Cllully,, — kllull, — &
para constantes positivas C' y k. Aqui

1 i .
lull, = (f |u"dz)"'", lull,., = SV, (i=1,...,m)

Como T es un operador lineal, la desigualdad (2) da la clave para la
demostracion de la siguiente forma de la alternativa de Fredholm:

"Si el recorrido R(T) de T tiene codimension finita, la ecuacion Tu = [ es
soluble siy sélo si f L R(T)""

Para dar un tratamiento alternativo a este famoso resultado,
generalizaremos ligeramente algunas de las propiedades del operador
T : E—FE*, siendo E, como lo hemos dicho antes, un espacio de Banach
reflexivo.

i)Se dice que T es un operador normal, si

(3) T(0) = 0.
i1) Si para cada v € E,
) Jliminf (FRe o,

diremos que T es mondtonamente asintaotico.

i11) Si T es tal que el hecho de que para algun parv,w € E
(5) limsup [(T'(w + tv),v)| < oo

t— 400
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asegura que (T(w + tv),v) es constante en la variable ¢ € R, diremos que T
es de tipo polindmico.

iv) Si la funcion ¢ definida por

(6) P(t) = (T(tw),v)

es diferenciable en t=0 para todo ve £E y weF, donde F es un
subconjunto denso de E, diremos que T es débilmente diferenciable en 0.

v)Si para todo subconjunto cerrado, acotado y convexo D C E y toda
f € E* la desigualdad variacional

(7) (Tu— f,u—v) <0 paratodoveD

tiene una solucién u € D, diremos que T es un operador regular.

vi) Si existe una proyeccion lineal continua @ : E—F tal que
dimQE < oo
(8)

full . (Twu) ,
sup{(HQUHH) S <kue E} < oo para todo k > ky

diremos que T es semi-coercitivo.

§3.TEOREMA DE FREDHOLM

En esta seccion enunciaremos y demostraremos el teorema principal de
este trabajo. Supondremos que T es un operador definido en un espacio
de Banach reflexivo E con valores en su dual E*, y que T satisface las
propiedades (i) a (vi) del final del paragrafo anterior.

Para facilitar la demostraciéon haremos uso de dos lemas preliminares,
que de inmediato pasamos a considerar.

LEMA 1. Seanv € Ey k € X tales que

(9) (Tw,v) <k, w e E.

Supdéngase ademas que T : E—E* es continua y satisface las propiedades
(i) a (iv) del §2. Entonces, v L R(T).

DEMOSTRACION. Sea w € F y definase
g(t) : = (T(w+ tv),v) teR
Entonces, ¢(t) < k para todo ¢ € R.
Por la monotonia asintotica (ii) de T se tiene que
%inli&t;tfl(T(w +tv) — Tw,tv) 0,
asi que, si C(w) < 0, entonces
—C(w) < (T(w+tv),v) <k, t to,
0 sea
|(T(w+ tv),v)| < max{C(w),k}, t to.
Esto asegura que
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limsup|(T(w + tv),v)| < + oo
t — o0

y, como T es de tipo polindmico, entonces
(10) g(t) = constante = (Tw,v), tek
De la montonia asintotica (i) se deduce también que
. lgnji:ngo|t|_1(T(w + tv) — T(aw), (1 — a)w + tv) 0,
y un calculo elemental muestra que
liminf [(1+ )|t (T (w 4 tv), w + tv) + alt| (T(w + tv), tv) — |t| " (T(aw), tv)] 0
En virtud de (10) obtenemos de esta ultima desigualdad que
ac(Tw,v) — o(T(aw),v) (a— 1%li_>miingo[|t|fl(T(w + tv), w + tv)]
dondeoc=1sit—-oc0yo= —1sit— —oo.
Para o 1 el término de la derecha en la ultima desigualdad es no
negativo, como se deduce de la condicién (4). Esto conduce a la
desigualdad
ao(Tw,v) —o(T(aw),v) 0, c==*1, a 1,
de la cual se deduce que

(11) a(Tw,v) = (T(aw),v), a 1

Haciendo uso nuevamente de la hipotesis (9), obtenemos que
a(Tw,v) <k, a 1,

y pasando al limite cuando a — oo, que

(12) (Tw,v) <0, weE.

Tomando f=1/a, w= (1/a)z, « 1, obtenemos de (11) que
B(Tz,v) = (T(B2),v), 0<p<l.

Por lo tanto,

(13) ﬂlirgﬁ”(T (Bz),v) = (T'z,v).

Por otra parte, la hipotesis (iv)asegura que la funcion i definida para
6 € R por

Y(B) = (T(B2),v)
es diferenciable en =0 si z € F. Puesto que (0) =0, la condicion de
normalidad (i) de T permite concluir de (12), que ¢ tiene un maximo en
B = 0. Por lo tanto, la derivada ¢'(0) es nula, de lo cual

[gigéff*l(TW),v) =0

De (13) concluimos entonces que
(Tz,v) =0, z€F,
y puesto que F es denso en E y T es continua, necesariamente v 1 R(T).

LEMA 2. Sea T : E—FE* un operador semicoercitivo en el sentido de (vi).

Entonces,
dimR(T)" < dimQFE
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DEMOSTRACION: Sean n = dimQE y z € R(T)", i =1,2,...,n+ 1. Probaremos
que los z; son linealmente independientes. Puesto que dimQFE = n, existen

escalares )\, tales que
n+1 n+1

n+1 - -
Sea z =) \;z;. Puesto que z L R(T), tenemos que
i=1

(T'(tz),tz) =0, teR,

y, por la semicoercitividad, que
[[t2]

sup{m;t S %} < 00.

Puesto que
n+1

Qtz) =3 \iQz =0,
i=1

concluimos que z = 0. Por lo tanto no pueden existir mas de n vectores
linealmente independientes en R(T)". Esto demuestra el lema.

TEOREMA 1. Sea T : E—E* un operador continuo de un espacio de Banach
reflexivo en su dual, el cual cumple las propiedades (i) a (vi) del §2.
Entonces, el recorrido R(T) es un espacio lineal cerrado de E*, de
codimension finita.

DEMOSTRACION. La finitud de dimR(T")" resulta del lema 2, ya que

dimR(T)" < dimQE < oo
La demostracién de que R(T) es lineal y cerrado se reduce a probar la
siguiente informacion:

" La ecuaciéon Tu = f es soluble siy solamente si f 1L R(T)" "

La parte "solamente si" de la anterior afirmacion es trivial. Para la parte
"si", supongamos que f L R(T)" y que la ecuacién Tu = f no es soluble.
Por induccidn construiremos vectores linealmente independientes
z LR(T), i=1,2,....m, m=1+dm@Q, lo cual estara (-«) en
contradiccién con el lema 2.
Siie{l,2,...} y si i 2,supongamos que se han podido construir los
elementos linealmente independientes z; L R(T), j=1,2,...,i— 1.
Sean V; =0, y V; = subespacio generado por {z1,2,...,2;1}, Si¢ 2.
Sea w el complemento lineal cerrado del subespacio V;. Por la condicién
(v) de T, para todo r > Oexiste un u, € B.Nw tal que
(14) (Tu, — f,u, —x) <0, x € B.NW,
donde

B, ={z€E: |z| <r}
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Si para algun r >0 podemos tomar u, de tal manera que |u.| <,
entonces Twu,— f 1L w. Pero entonces Tu.—fLlLw+YV,, ya que
R(T)— f L V; por la hipdtesis de induccion y f L V. Asi, Tu,— f L E, 0
sea, Tu = f, lo cual contradice la hipotesis de que la ecuacidon Tu = f no
tiene solucion en este caso. Queda entonces por considerar el caso en
que E&”WH/T:L (el cual ocurre, por ejemplo, si ||u.]|=r para todo

r > 0). Puesto que E es reflexivo, existe un elemento 2 € £ y una sucesion
|u.|| "u, convergente a z. Haciendo = = 0 en (14) obtenemos que

lim sup (T‘ﬁtﬁl) < 00,
r— o0

y de la condicion de semicoercitividad de T se tiene entonces que
[u- | < Cl|Qu,[| + C (r — o0)

para alguna constante C > 0. Por lo tanto,

1< Cllup | M 1Que |l + Clluy |7
de lo cual

_ -1 -1 —1

Ch—Ju I < Nu| T N1Que || = [|Q ([l I )|

Pasando al limite cuando r — oo tenemos que
c < 1Q)]), ,

pues Q es completamente continua. Se deduce que z # 0. De la condicién

de monotonia asintética se concluye que
(Tu,—Tw,u,—w) 0
flwnll

Por otra parte, de la desigualdad variacional (14) y de las relaciones de
ortogonalidad V; L R(T), V; L f se concluye que w=w; + w, € E, donde
w; € WN B, wy €V, y, ademas que
(15) (Tur_faur_w) SO
De (15) tenemos que

liminf ||u, ||~ (f — Tw,u, —w) 0

r— 00

lim inf
7 — 00

y asi

(f—Tw,z) 0, weFE
Del lema 1 concluimos entonces que z L R(T), y por hipotesis f 1 z.
Puesto que z€w y z#0, tenemos que z ¢ V;; es decir z no depende
linealmente de z,z...,z.,. Tomando z; =z, completamos Ila
construccion de los z;, obteniendo asi una contradiccion (—+). El teorema
queda demostrado.

Una consecuencia del Teorema 1 es la siguiente respuesta a la pregunta
formulada al comienzo del articulo:

TEOREMA 2. Sea T : R"—R" una aplicacidon polinomica tal que, para todo z,
VT (z) esta positivamente definido. Entonces, T es sobreyectiva.
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DEMOSTRACION: Por el Teorema 1, el recorrido de T es lineal y por lo tanto
cerrado. Por ser det(VT'(z)) # 0 para todo = € R", T' es ademas abierta. Por
lo tanto, T aplica " sobre todo ®".
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