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ABSTRAC.. Several conditions are imposed on a non-linear operator of
reflexive Banach Space into its dual which allow to establish a Fredholm
alternative for such an operator. Then an application is given to a
problem in Algebraic Geometry.

RESUMENN. Se dan condiciones para que un operador no lineal de un
espacio de Banach reflexivo en su dual satisfaga la alternativa de
Fredholm. Se usa luego el resultado para responder a una pregunta en
Geometría Algebraica.

§1. INTRODUCCION. El estudio de los operadores monótonos se originó en
investigaciones sobre desigualdades variacionales y es de utilidad en el
estudio de las ecuaciones diferenciales parciales no lineales. Tiene
además otras aplicaciones interesantes, como es el caso en el análisis de
la siguiente pregunta en geometría algebraica:

Sea una aplicación cuyos componentes son polinomios enX À d d 88 8��
variables. Supóngase que para el jacobiano se tiene quefX

para todo .det� �� �fX B Á !ß B − d8

¿Es un homeomorfismo de sobre ?X d d8 8

Si es un espacio de Banach real y es su dual topológico, unI I‡

operador es un operador monótono si paraX À I I XB � XCß B � C   !�� � �‡

todo . Aquí denota la imagen de por el funcionalBß C − I D ß B B − I� �‡

D − I X‡ ‡. Por otra parte, se dice que es de tipo polinómico si para algún
par  el hecho de que@ßA − I

limsup
> Ä ∞

k k� �� �X A � >@ ß @ � ∞

asegura que  es constante en la variable .� �� �X A � >@ ß @ > − d
Es un hecho interesante que la alternativa de Fredholm sea válida para
operadores monótonos de tipo polinómico que satisfagan además una
desigualdad del tipo de "Garding" (estas son generalizaciones de la

..
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desigualdad de Rellich) o alguna condición análoga de semicoercitividad,
como fue observado alrededor de 1977 por varios investigadores. Dentro
de este contexto la propiedad de Fredhom es equivalente a la linealidad
cerrada del recorrido del operador.e� �X
El propósito de este aporte es enunciar y demostrar un teorema de
Fredholm bajo situaciones ligeramente diferentes, muy elegantes, que
se originan en un teorema de Landesman y Lazer sobre dichac d#
alternativa para ecuaciones elípticas con parte principal no lineal.

§2. ELEMENTOS DE OPERADORES MONÓTONOS.

Sea un espacio de Banach real, su dual topológico y unI I X À I I‡ ‡��
operador no lineal (o,mejor, no necesariamente lineal) de en . ElI I‡

operador  es siX À I I�� ‡ monótono� � � �Q" XB � XCß B � C   ! Bß C − Ipara todo
Aquí, denota la imagen de por la funcional . El� �D ß B B − I D − I‡ ‡ ‡

operador  es siX À I I�� ‡ coercitivo� � l lG" Ä �∞ B Ä �∞cuando  .� �l lXBßB
B

Si es el sistema de los números reales, es simplemente una funciónI X
real definida sobre los números reales, y decir que es un operadorX
monótono equivale a decir que es una función monótona no-X
decreciente:

para  .XB   XC B   C
La coercitividad de se traduce en que cuando  yX XB Ä �∞ B Ä �∞
XC Ä �∞ C Ä �∞cuando .
Una aplicación es si existe unaX À I I�� ‡ fuertemente monótona
constante tal queG � !� � � � l lQJ XB � XCß B � C   G B � C Bß C − Ipara todo  .#

Es fácil ver que una aplicación fuertemente monótona es coercitiva. En
efecto, usando con tenemos , lo cual� � � � l lQJ C œ ! XB � X!ß B   G B #

implica que .X Bß B   G B � X! B� � � �l ll l l l
Para dar respuesta a la pregunta formulada en §1, recordemos un
resultado muy útil en la teoría de los problemas elípticos no lineales con
valores de frontera.

AFIRMACIÓN. Si es un espacio de Banach reflexivo con espacio dual  yI I‡

X À I I�� es una aplicación continua que satisface la condición de‡

monotonía y la condición de coercitividad , entonces es� � � �Q" G" X
sobreyectiva.

Este resultado fue ampliamente estudiado por D.G. de Figueiredo enc d"
1974. Muchas generalizaciones de la afirmación se han dado
posteriormente.
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En las aplicaciones a la teoría de las ecuaciones elípticas, el espacio esI
usualmente un subespacio cerrado de Sobolev donde es unL"ß:� �H H

dominio de que contiene el espacio de las funciones ded ß G8 ∞
! � �H

prueba. Por otra parte,  es generalmente de la formaX

� � � � � � � ��' k k" X?ß @ œ E Bß ?ßá ßf ? ` @.Bß Ÿ 7 ß @ − I .
α H

α
α7 α

La notación usa multi-índices , la abreviaturaα α α αœ ß ßá ß� �" # 8

` œ `Î`B 3 œ "ß #ßá ß8 E 7� "α α
αC� � � �3

3 y una función apropiada de
variables. Condiciones apropiadas de elipticidad y crecimiento conducen
a la coercitividad completa de . También se han estudiado condicionesX
que sólo conducen a desigualdades del tipo de Garding que, como se

..

dijo, son generalizaciones de la desigualdad de Rellich. Estas
desigualdades de Garding son usualmente de la forma

..

� � � � l l l l# X?ß ?   G ? � 5 ? � 57ß: :
: :

para constantes positivas y . AquíG 5

l l � � l l l l � �' k k �? œ ? .B ß ? œ f ? 3 œ "ßá ß7: 7ß: :
: "Î:

3

3

Como es un operador lineal, la desigualdad da la clave para laX #� �
demostración de la siguiente forma de la alternativa de Fredholm:

"Si el recorrido de tiene codimensión finita, la ecuación ese� �X X X? œ 0

soluble si y sólo si  "0 ¼ Xe� �¼
Para dar un tratamiento alternativo a este famoso resultado,
generalizaremos ligeramente algunas de las propiedades del operador
X À I I I�� , siendo , como lo hemos dicho antes, un espacio de Banach‡

reflexivo.

3Ñ XSe dice que  es un operador normal, si� � � �$ X ! œ !Þ

33Ñ @ − ISi para cada ,� �%   !ßlim infl l? Ä ∞

� �l lX?�X@ß?�@
?

diremos que  es .X monótonamente asintótico

333Ñ X @ßA − ISi  es tal que el hecho de que para algún par� � k k� �� �& X A � >@ ß @ � ∞limsup
> Ä �∞
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asegura que es constante en la variable , diremos que� �� �X A � >@ ß @ > − d X
es de .tipo polinómico

3@ÑSi la función definida por<� � � � � �� �' > œ X >A ß @<

es diferenciable en para todo y , donde es un> œ ! @ − I A − J J

subconjunto denso de , diremos que  es en .I X !débilmente diferenciable

@Ñ § I�Si para todo subconjunto cerrado, acotado y convexo y todaW

0 − I‡ la desigualdad variacional� � � �( X? � 0ß ? � @ Ÿ ! @ −para todo W

tiene una solución , diremos que  es un operador? − XW regularÞ

@3Ñ U À I ISi existe una proyección lineal continua tal que��
� � � š ›)

UI � ∞

À � 5ß ? − I � ∞ 5 � 5
 ,

para todo

dim

sup l l � �� � l ll l? X?ß?
U? �" ? !

diremos que  es .X semi-coercitivo

§3.TEOREMA DE FREDHOLM

En esta sección enunciaremos y demostraremos el teorema principal de
este trabajo. Supondremos que es un operador definido en un espacioX
de Banach reflexivo con valores en su dual , y que satisface lasI I X‡

propiedades a del final del parágrafo anterior.� � � �3 @3
Para facilitar la demostración haremos uso de dos lemas preliminares,
que de inmediato pasamos a considerar.

LEMA 1. Sean y tales que@ − I 5 − d� � � �* XAß @ Ÿ 5ß A − I .
Supóngase además que es continua y satisface las propiedadesX À I I�� ‡

� � � � � �3 3@ @ ¼ Xa del §2. Entonces,  .e

DEMOSTRACIÓN. Sea y defínaseA − I
1 > À œ X A � >@ ß @ > − d� � � �� �

Entonces, para todo .1 > Ÿ 5 > − d� �
Por la monotonía asintótica de se tiene que� �33 X

 ,lim inf
> Ä ∞

> X A � >@ � XAß >@   !�"� �� �
así que, si , entoncesV� �A � !

, ,� A Ÿ X A � >@ ß @ Ÿ 5 >   >V� � � �� � !

o sea
, .k k e f� � � �� �X A � >@ ß @ Ÿ A ß 5 >   >max V !

Esto asegura que
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limsup
> Ä ∞

k k� �� �X A � >@ ß @ � �∞

y, como  es de tipo polinómico, entoncesX� � � � � �"! 1 > œ -98=>+8>/ œ XAß @ ß > − d
De la montonía asintótica se deduce también que� �33

 ,lim inf
> Ä „∞

k k � �� � � � � �> X A � >@ � X A ß " � A � >@   !�"
α α

y un cálculo elemental muestra que
lim inf

> Ä „∞
� ‘� �k k � � k k � � k k � �� � � � � �" � > X A � >@ ß A � >@ � > X A � >@ ß >@ � > X A ß >@   !α α α

�" �" �"

En virtud de obtenemos de esta última desigualdad que� �"!
α5 5 α α� � � � � �� �XAß @ � X A ß @   � " lim inf

> Ä „∞
� ‘k k � �� �> X A � >@ ß A � >@

�"

donde si y si .5 5œ " > Ä ∞ œ � " > Ä �∞

Para el término de la derecha en la última desigualdad es noα   "

negativo, como se deduce de la condición . Esto conduce a la� �%
desigualdad

, ,  ,α5 5 α 5 α� � � �� �XAß @ � X A ß @   ! œ „ "   "

de la cual se deduce que� � � � � �� �"" XAß @ œ X A ß @   ",α α α

Haciendo uso nuevamente de la hipótesis obtenemos que� �* ß
 ,α α� �XAß @ Ÿ 5ß   "

y pasando al límite cuando , queα Ä ∞� � � �"# XAß @ Ÿ !ß A − I .
Tomando , , obtenemos de que" α α αœ "Î A œ "Î Dß   " ""� � � �

, ." " "� � � �� �XDß @ œ X D ß @ ! � Ÿ "

Por lo tanto,� � � � � �� �"$ X D ß @ œ XDß @ .lim
"Ä!

�"
�
" "

Por otra parte, la hipótesis asegura que la función definida para� �3@ <

" − d por
< " "� � � �� �œ X D ß @

es diferenciable en si . Puesto que , la condición de" <œ ! D − J ! œ !� �
normalidad de permite concluir de , que tiene un máximo en� � � �3 X "# <

" <œ ! !. Por lo tanto, la derivada  es nula, de lo cualw� �
lim
"Ä!

�"" "� �� �X D ß @ œ !

De concluimos entonces que� �"$
 ,� �XDß @ œ !ß D − J

y puesto que  es denso en y  es continua, necesariamente .J I X @ ¼ Xe� �
LEMA 2. Sea un operador semicoercitivo en el sentido de .X À I I @3�� � �‡

Entonces,
dim dime� �X Ÿ UI¼
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DEMOSTRACIÓN: Sean y , . Probaremos8 œ UI D − X 3 œ "ß #ßá ß8 � "dim 3
¼

e� �
que los son linealmente independientes. Puesto que , existenD UI œ 83 dim
escalares tales que-3

 .� �k k
3œ" 3œ"

8�" 8�"

3 3 3- -UD œ !ß Á !

Sea . Puesto que , tenemos queD œ D D ¼ X� � �
3œ"

8�"

3 3- e

, ,� �� �X >D ß >D œ ! > − d

y, por la semicoercitividad, que

 .supš ›l l� �l l� �>D
"� U >D à > − d � ∞

Puesto que

U >D œ > UD œ !ß� � �
3œ"

8�"

3 3-

concluimos que . Por lo tanto no pueden existir más de vectoresD œ ! 8

linealmente independientes en . Esto demuestra el lema.e� �X ¼

TEOREMA 1. Sea un operador continuo de un espacio de BanachX À I I�� ‡

reflexivo en su dual, el cual cumple las propiedades a del §2.� � � �3 @3
Entonces, el recorrido es un espacio lineal cerrado de , dee� �X I‡

codimensión finita.

DEMOSTRACIÓN. La finitud de resulta del lema 2, ya quedime� �X ¼

dim dime� �X Ÿ UI � ∞¼

La demostración de que es lineal y cerrado se reduce a probar lae� �X
siguiente información:

" "La ecuación  es soluble si y solamente siX? œ 0 0 ¼ Xe� �¼
La parte "solamente si" de la anterior afirmación es trivial. Para la parte
"si" , supongamos que y que la ecuación no es soluble.0 ¼ X X? œ 0e� �¼
Por inducción construiremos vectores linealmente independientes
D ¼ X 3 œ "ß #ßá ß7 7 œ " � U po3 e� � � �, , , lo cual estará endim
contradicción con el lema 2.
Si y si supongamos que se han podido construir los3 − "ß #ßá 3   #ße f
elementos linealmente independientes , .D ¼ X 4 œ "ß #ßá ß 3 � "4 e� �
Sean y subespacio generado por , si .Z œ !ß Z œ D ß D ßá ß D 3   #" 3 " # 3�"e f
Sea el complemento lineal cerrado del subespacio . Por la condiciónA Z3� �@ X < � ! ? − F ∩de , para todo existe un tal que< < A� � � �"% X? � 0ß ? � B Ÿ !ß B − F ∩ ,< < < A
donde

F œ B − I À B Ÿ << e fl l
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Si para algún podemos tomar de tal manera que ,< � ! ? ? � << <l l
entonces . Pero entonces , ya queX? � 0 ¼ X? � 0 ¼ � Z< < 3A A
e� �X � 0 ¼ Z 0 ¼ Z X? � 0 ¼ I3 3 <por la hipótesis de inducción y . Así, , o
sea, , lo cual contradice la hipótesis de que la ecuación noX? œ 0 X? œ 0

<

tiene solución en este caso. Queda entonces por considerar el caso en
que , (el cual ocurre, por ejemplo, si para todolim

<Ä∞
< <l l l l? Î< œ " ? œ <

< � !Ñ I D − I. Puesto que es reflexivo, existe un elemento y una sucesiónl l � �? ? D B œ ! "%< <
�" convergente a . Haciendo  en obtenemos que

 ,limsup
< Ä ∞

� ∞
� �l lX? ß?

?
< <

<

y de la condición de semicoercitividad de se tiene entonces queXl l l l � �? Ÿ G U? � G < Ä ∞< <

para alguna constante . Por lo tanto,G � !

 ," Ÿ G ? U? � G ?l l l l l l< < <
�" �"

de lo cual
 .G � ? Ÿ ? U? œ U ? ?�"

< < < < <
�" �" �"l l l l l l l l¼ ¼ˆ ‰

Pasando al límite cuando tenemos que< Ä ∞
 ,G Ÿ U D�" l l� �

pues es completamente continua. Se deduce que . De la condiciónU D Á !

de monotonía asintótica se concluye que
 .lim inf

< Ä ∞
  !

� �l lX? �XAß? �A
?

< <

<

Por otra parte, de la desigualdad variacional y de las relaciones de� �"%
ortogonalidad , se concluye que dondeZ ¼ X Z ¼ 0 A œ A � A − Iß3 3 " #e� �
A − ∩F ß A − Z" < # 3A , y , además que� � � �"& X? � 0ß ? � A Ÿ !< <

De tenemos que� �"&

lim inf
< Ä ∞

? 0 � XAß ? � A   !l l � �< <
�"

y así � �0 � XAß D   !ß A − I

Del lema 1 concluimos entonces que , y por hipótesis .D ¼ X 0 ¼ De� �
Puesto que y , tenemos que ; es decir no dependeD − D Á ! D Â Z DA 3

linealmente de , . Tomando , completamos laD ß D á D D œ D" # 3�" 3,

construcción de los , obteniendo así una contradicción . El teoremaD po4 � �
queda demostrado.

Una consecuencia del Teorema 1 es la siguiente respuesta a la pregunta
formulada al comienzo del artículo:

TEOREMA 2. Sea una aplicación polinómica tal que, para todo ,X À d d B8 8��
fX B X� � está positivamente definido. Entonces,  es sobreyectiva.
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DEMOSTRACIÓN: Por el Teorema 1, el recorrido de es lineal y por lo tantoX
cerrado. Por ser para todo , es además abierta. Pordet� �� �fX B Á ! B − d X8

lo tanto, aplica sobre todo .X d d8 8
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